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Вступ

Регулярнiсть за Аренсом — одне з нових понять сучасного функцiонального аналiзу,
яке стосується поведiнки бiлiнiйних операторiв при канонiчному продовженнi на спря-
женi простори. Iдеї Аренса, викладенi ще в серединi XX столiття, i сьогоднi залишаю-
ться актуальними при дослiдженнi структури банахових просторiв, зокрема при вивченнi
їх рефлексивностi, слабкої компактностi операторiв та взаємодiї з топологiєю спряжених
просторiв.

У дипломнiй роботi дослiджується регулярнiсть за Аренсом банахових просторiв на
прикладi бiлiнiйних форм, з акцентом на симетричнi та антисиметричнi бiлiнiйнi форми.
Також у роботi проаналiзовано класичне поняття регулярностi за Аренсом у контекстi
бiлiнiйних операторiв, продовжень Аренса та *-слабкої топологiї. В окремому роздiлi ди-
пломної роботи розгянуто приклад квазiрефлексивного простору порядку 1, так званого
простору Джеймса, i проаналiзовано його властивостi.

Ключовою метою роботи є побудова конкретних прикладiв бiлiнiйних форм, визначе-
них на нерегулярних банахових просторах, зокрема на просторах виду X × X ′, де X —
квазiрефлексивний простiр порядку 1. У таких прикладах показано, що навiть якщо по-
чаткова бiлiнiйна форма є антисиметричною, пiсля продовження на спряженi простори
вона втрачає цю властивiсть.
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1 Попереднi вiдомостi

У цьому роздiлi введемо тi поняття та опишемо їх властивостi, що будуть використанi
у дипломнiй роботi. Припускаємо, що базовими поняттями з лiнiйної алгебри, топологiї та
функцiонального аналiзу читач володiє.

1.1 Бiлiнiйнi форми

Бiлiнiйнi форми є одним iз фундаментальних понять лiнiйної алгебри та мають ши-
роке застосування в багатьох галузях сучасної математики. Незважаючи на свою просту
структуру, бiлiнiйнi форми вiдiграють ключову роль у дослiдженнi властивостей вектор-
них просторiв, особливо коли йдеться про метрику, ортогональнiсть, симетрiю чи ермiто-
вiсть.

Означення 1. Бiлiнiйною формою на векторному просторi L над полем K (зазвичай
C або R) називають вiдображення

B : L× L→ K

таке, що для всiх x, y, z ∈ L i всiх α, β ∈ K виконуються наступнi двi умови:

• B(αx+ βy, z) = αB(x, z) + βB(y, z) (лiнiйнiсть за першим аргументом);

• B(x, αy + βz) = αB(x, y) + βB(x, z) (лiнiйнiсть за другим аргументом).

Означення 2. Симетричною бiлiнiйною формою називають бiлiнiйну форму B, що
задовольняє умову

B(x, y) = B(y, x)

для всiх x, y ∈ L.

Означення 3. Антисиметричною бiлiнiйною формою називають бiлiнiйну форму
B, що задовольняє умову

B(x, y) = −B(y, x)

для всiх x, y ∈ L.

Зауважимо, що якщо B — антисиметрична бiлiнiйна форма, то для будь-якого вектора
x виконується B(x, x) = 0.
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Розглянемо деякi приклади бiлiнiйних форм на просторi ℓ1.

Приклад 1. Задамо вiдображення B : ℓ1 × ℓ1 → K формулою

B(x, y) =
∞∑
n=1

cnxnyn, (1)

де {cn}n∈N — фiксована послiдовнiсть дiйсних чисел така, що ряд
∞∑
n=1

|cn|

є збiжним. Прикладом такої послiдовностi може бути послiдовнiсть, загальний член якої
заданий формулою

cn =
1

2n
.

Оскiльки x = (x1, x2, . . . ) ∈ ℓ1, y = (y1, y2, . . . ) ∈ ℓ1, то ряди
∞∑
n=1

xn,
∞∑
n=1

yn є збiжни-

ми. Тому можна стверджувати, що загальний член першого ряду буде обмежений деяким
числом m, а загальний член другого ряду буде обмежений деяким числом k. Отже, послi-
довнiсть {xnyn}n∈N буде обмежена числом mk.

Таким чином ми отримали оцiнку

|cnxnyn| ≤ |cn|mk.

Iз збiжностi ряду
∞∑
n=1

|cn|mk випливає абсолютна та рiвномiрна збiжнiсть вихiдного

ряду
∞∑
n=1

cnxnyn, що є в означеннi (1) бiлiнiйної форми B. Таким чином, ця бiлiнiйна форма
коректно визначена.

Неважко перевiрити, що таким чином визначена форма є, очевидно, бiлiнiйною.

Приклад 2. Визначимо B : ℓ1 × ℓ1 → K формулою

B(x, y) =
∞∑
n=1

xnyn
n2

.

Доведення збiжностi ряду аналогiчне до попереднього прикладу. Достатньо взяти

cn =
1

n2
.

Оскiльки доданки симетричнi вiдносно xn та yn, то ця форма симетрична.

Приклад 3. Визначимо B : ℓ1 × ℓ1 → K формулою

B(x, y) =
∞∑
n=1

xnyn+1 − xn+1yn
n2

.

Доведення збiжностi ряду аналогiчне до першого прикладу.
Легко переконатися, що B(x, y) = −B(y, x), тому ця форма є антисиметричною.
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1.2 Слабка та *-слабка топологiї

У всiй дипломнiй роботi слабку топологiю простору X позначатимемо σ(X,X ′), де X ′

позначає спряжений простiр.
Вiдомо, що коли X є скiнченновимiрним простором, то його слабка топологiя еквiва-

лентна топологiї норми. Проте якщо X — нескiнченновимiрний простiр, то слабка топо-
логiя строго слабша за топологiю норми, бо слабкий окiл нуля є завжди необмеженою
множиною.

Збiжнiсть в слабкiй топологiї

Означення 4. Послiдовнiсть елементiв {xn}n∈N банахового простору X називають
слабко збiжною до елемента x ∈ X, якщо для кожного функцiонала f ∈ X ′ вико-
нується рiвнiсть

lim
n→∞

f(xn) = f(x).

Нехай L(X,X ′) — простiр, який складається з усiх лiнiйних неперервних вiдображень
A : X → X ′. Простiр усiх неперервних бiлiнiйних форм B : X ×X → C позначимо L(2X).
Наступна теорема встановлює зв’язок мiж цими просторами.

Теорема 1. Простiр L(X,X ′) iзоморфний до простору L(2X).

Доведення. Нехай B ∈ L(2X). Для кожного x ∈ X зафiксуємо перший аргумент i розгля-
немо вiдображення

fx(y) := B(x, y), y ∈ X.

Оскiльки B бiлiнiйне та неперервне вiдображення, то для кожного фiксованого x ∈ X

функцiонал fx є елементом X ′, тобто fx ∈ X ′.
Таким чином, можемо визначити вiдображення A : X → X ′ за формулою

A(x) := fx.

Очевидно, що A є лiнiйним i неперервним вiдображенням завдяки вiдповiдним властиво-
стям бiлiнiйної форми B.

Навпаки, нехай задано A ∈ L(X,X ′). Визначимо форму B : X ×X → C за правилом

B(x, y) := A(x)(y), x, y ∈ X.

Легко бачити, що B є бiлiнiйною формою. Крiм того, B є неперервною формою, оскiльки
A та A(x) для кожного x ∈ X є неперервними вiдображеннями.

Отже, побудовано взаємно однозначну вiдповiднiсть мiж L(X,X ′) i L(2X), що зберiгає
структуру простору.

Означення 5. Неперервне лiнiйне вiдображення A : X → Y називають слабко
компактним, якщо образ одиничної кулi з X є передкомпактом в слабкiй топологiї
σ(Y, Y ′) простору Y .
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2 Бiлiнiйнi оператори

2.1 Означення та основнi властивостi

У цьому роздiлi розглянемо бiлiнiйнi оператори, їх спряження, а також деякi властиво-
стi, що вiдiграють важливу роль у функцiональному аналiзi, зокрема в контекстi рефле-
ксивностi та регулярностi за Аренсом. Центральною метою є представлення результату,
який сформульований у Теоремi 2, що пов’язує цi поняття мiж собою.

Почнемо з формального означення бiлiнiйного оператора.

Означення 6. Оператор m : X × Y → Z називають обмеженим бiлiнiйним опера-
тором, якщо для нього виконуються наступнi умови:

1) m(αx1 + x2, y) = αm(x1, y) +m(x2, y);

2) m(x, αy1 + y2) = αm(x, y1) +m(x, y2);

3) для деякого M <∞ справджується

sup
∥x∥≤1,∥y∥≤1

∥m(x, y)∥ ≤M.

Наступним важливим кроком є поняття спряженого оператора, що дає змогу “перено-
сити” дiю бiлiнiйного оператора на спряженi простори.

Означення 7. Оператор m∗ : Z ′ × X → Y ′ називаємо спряженим оператором до
оператора m : X × Y → Z, якщо для z′ ∈ Z ′, x ∈ X виконується рiвнiсть

m∗(z′, x)(y) = z′(m(x, y)), ∀y ∈ Y.

Таким чином, m∗ дозволяє представити дiю оператора m у термiнах спряжених про-
сторiв, що є основою подальших конструкцiй.

Розглянемо також наступний клас бiлiнiйних операторiв.

Означення 8. Оператор m : X×X → Z називаємо транспонованим (або оберненим)
оператором до оператора m : X ×X → Z, якщо

m(x, y) = mt(y, x).

Ця властивiсть буде важливою при розглядi регулярних за Аренсом операторiв.

Тепер перейдемо до центрального у цьому роздiлi означення – регулярностi за Аренсом.
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Означення 9. Оператор m∗∗ : Y ′′×Z ′ → X ′ є спряженим оператором до оператора
m∗ : Z ′ ×X → Y ′, якщо для y′′ ∈ Y ′′, z′ ∈ Z ′ виконується рiвнiсть:

m∗∗(y′′, z′)(x) = y′′(m∗(z′, x)), ∀x ∈ X.

Означення 10. Оператор m∗∗∗ : X ′′ × Y ′′ → Z ′′ є спряженим оператором до опера-
тора m∗∗ : Y ′′ × Z ′ → X ′, якщо для x′′ ∈ X ′′, y′′ ∈ Y ′′ виконується рiвнiсть:

m∗∗∗(x′′, y′′)(z′) = x′′(m∗∗(y′′, z′)), ∀z′ ∈ Z ′.

Означення 11. Бiлiнiйний оператор m : X × Y → Z називають регулярним за
Аренсом, якщо

m∗∗∗ = mt∗∗∗t.

Окремим випадком бiлiнiйного оператора є бiлiнiйна форма. Всi наведенi вище озна-
чення легко переписати на випадок бiлiнiйних форм.

Означення 12. Бiлiнiйну форму m : X ×Y → R називають рефлексивною, якщо iснує
рефлексивний гiльбертовий простiр R i два лiнiйнi неперервнi оператори φ : X → R i
ψ : Y → R′ такi, що

m(x, y) =
〈
φ(x), ψ(y)

〉
,

де ⟨·, ·⟩ — скалярний добуток у гiльбертовому просторi R.

Зараз ми готовi сформулювати основну теорему цього роздiлу. Вона буде використана
у роботi для еквiвалентного означення регулярностi банахового простору, що у свою чергу
є суттєвим для результатiв головного у бакалаврськiй роботi Роздiлу 5.

Теорема 2. Нехай m : X × Y → R — бiлiнiйна форма. Тодi наступнi твердження для
бiлiнiйної форми m є еквiвалентними:

1) m є регулярною за Аренсом бiлiнiйною формою;

2) m є слабко компактною бiлiнiйною формою;

3) m є рефлексивною бiлiнiйною формою.

Доведення цiєї теореми можна знайти у статтях [1, 5].
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2.2 Приклади спряжених бiлiнiйних операторiв

Розглянемо окремi приклади бiлiнiйних операторiв та їх продовжень на спряженi про-
стори.

Приклад 4. Визначимо бiлiнiйний оператор m1 : c0 × c0 → c0 наступним чином

m1(x, y) = (x1y1, x2y2, . . . ).

Тодi, вiдповiдно до Означення 7, спряжений до m1 оператор m∗
1 : ℓ1 × c0 → ℓ1 матиме

вигляд

m∗
1(f, x)(y) = f(m1(x, y)) = f(x1y1, x2y2, . . . ) =

∞∑
i=1

fixiyi, ∀ y ∈ ℓ∞.

Звiдси отримуємо
m∗

1(f, x) = (f1x1, f2x2, . . . ),

де, очевидно, (f1x1, f2x2, . . . ) ∈ ℓ1.

Приклад 5. Визначимо бiлiнiйний оператор m2 : ℓ2 × ℓ2 → ℓ2 наступним чином

m2(x, y) = (x1y1, x3y3, . . . , x2n−1y2n−1, . . . ).

Тодi, вiдповiдно до Означення 7, спряжений до m2 оператор m∗
2 : ℓ2 × ℓ2 → ℓ2 матиме

вигляд

m∗
2(f, x)(y) = f(m2(x, y)) = f(x1y1, x3y3, . . . ) =

∞∑
i=1

fix2i−1y2i−1, ∀ y ∈ ℓ2.

Звiдси отримуємо
m∗

2(f, x) = (f1x1, 0, f2x3, 0, f3x5, 0, . . . ),

де, очевидно, (f1x1, 0, f2x3, 0, f3x5, 0, . . . ) ∈ ℓ2.

У наступному прикладi побудуємо продовження визначеного нижче бiлiнiйного опе-
ратора m3 : c0 × ℓ2 → ℓ3 до третього спряженого m∗∗∗

3 : ℓ∞ × ℓ2 → ℓ3, використовуючи
послiдовно Означення 7, 9, 10.

Приклад 6. Визначимо бiлiнiйний оператор m3 : c0 × ℓ2 → ℓ3 наступним чином

m3(x, y) = (x1y1, x2y2, . . . ).

Тодi для спряженого до m3 оператора m∗
3 : ℓ 3

2
× c0 → ℓ2 буде виконуватись наступна

рiвнiсть

m∗
3(z

′, x)(y) = z′(m3(x, y)) = z′(x1y1, x2y2, . . . ) =
∞∑
i=1

z′ixiyi, ∀ y ∈ ℓ2.
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Звiдси отримуємо
m∗

3(z
′, x) = (z′1x1, z

′
2x2, . . . ), (2)

де, використовуючи вiдому нерiвнiсть Гельдера

∞∑
i=1

|xiyi| ≤
( ∞∑

i=1

|xi|p
) 1

p

·
( ∞∑

i=1

|yi|q
) 1

q

,
1

p
+

1

q
= 1,

неважко показати, що (z′1x1, z
′
2x2, . . . ) ∈ ℓ2.

Тепер продовжимо оператор m∗
3 до другого спряженого m∗∗

3 : ℓ2 × ℓ 3
2
→ ℓ1. Дiя цього

оператора визначається рiвнiстю

m∗∗
3 (y′′, z′)(x) = y′′(m∗

3(z
′, x)), ∀ x ∈ c0.

З рiвностi (2) випливає

m∗∗
3 (y′′, z′)(x) = y′′(z′1x1, z

′
2x2, . . . ) =

∞∑
i=1

y′′i z
′
ixi, ∀ x ∈ ℓ∞.

Тому
m∗∗

3 (y′′, z′) = (y′′1z
′
1, y

′′
2z

′
2, . . . ), (3)

де (y′′1z
′
1, y

′′
2z

′
2, . . . ) ∈ ℓ1, що легко випливає з нерiвностi Гельдера.

Нарештi продовжимо оператор m∗∗
3 до третього спряженого m∗∗∗

3 : ℓ∞ × ℓ2 → ℓ3. Цей
оператор буде визначатись рiвнiстю

m∗∗∗
3 (x′′, y′′)(z′) = x′′(m∗∗

3 (y′′, z′)), ∀ z′ ∈ ℓ 3
2
.

З доведеної рiвностi (3) випливає

m∗∗∗
3 (x′′, y′′)(z′) = x′′(y′′1z

′
1, y

′′
2z

′
2, . . . ) =

∞∑
i=1

x′′i y
′′
i z

′
i.

Отже,
m∗∗∗

3 (x′′, y′′) = (x′′1y
′′
1 , x

′′
2y

′′
2 , . . . ),

де аналогiчно з нерiвностi Гельдера випливає, що (x′′1y
′′
1 , x

′′
2y

′′
2 , . . . ) ∈ ℓ3.
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3 Квазiрефлексивнi простори

Вiдомо, що канонiчне вкладення

π : X ∋ x 7−→ x̂ ∈ X ′′

простору X у другий спряжений X ′′ визначається формулою

x̂(φ) = φ(x)

для всiх функцiоналiв φ ∈ X ′.
Образ простору X у другому спряженому X ′′ при канонiчному вкладеннi будемо по-

значати π(X).

Означення 13. Банаховий простiр X називають рефлексивним, якщо виконується
рiвнiсть

X ′′ = π(X).

Означення 14. Банаховий простiр X називають квазiрефлексивним порядку n, якщо
факторпростiр

X ′′/π(X)

є n-вимiрним простором.

Якщо простiр X є квазiрефлексивним порядку n, то його другий спряжений X ′′ з
точнiстю до iзоморфiзму можна подати у виглядi

X ′′ = π(X)⊕ F,

де F – деякий n-вимiрний простiр.
Наступний результат використовується у дипломнiй роботi, його доведення можна зна-

йти у статтi [2].

Теорема 3 ([2]). Банахiв простiр X є квазiрефлексивним порядку n тодi i тiльки тодi,
коли X ′ є квазiрефлексивним порядку n.

У якостi прикладу квазiрефлексивного простору розглянемо простiр Джеймса (позна-
чимо його J), який є квазiрефлексивним банаховим простором порядку 1.

Означення 15. Банаховий простiр J (простiр Джеймса) складається з усiх послi-
довностей x = {xn}n∈N таких, що lim

n→∞
xn = 0 i скiнченною нормою, яка визначена на-

ступним чином

∥x∥ = sup

{ n∑
k=1

(
xp2k−1

− xp2k
)2}1/2

,

де супремум береться по всiх натуральних числах n i всiх строго зростаючих послiдов-
ностях {pk}k∈N натуральних чисел.
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Простiр Джеймса J має унiкальний передспряжений простiр в тому сенсi, що якщо
X — банаховий простiр, для якого X∗ iзоморфний до J , то X iзоморфний до J∗ (див. [4]
та [2, Theorem 3.6, p. 908]).

Щоб визначити простiр I, для якого I∗ є iзометричним до J , буде використано наступнi
спецiальнi поняття.

Бамп — це послiдовнiсть дiйсних чисел x = {xn}n∈N, для якої iснують обмежений
iнтервал та дiйсне число a такi, що xn = a, якщо n належить згаданому iнтервалу, iнакше
xn = 0. Висотою бампу називають число a, а його знак визначається знаком a.

Два бампи є неперетинними, якщо перетин їхнiх вiдповiдних iнтервалiв порожнiй.
Якщо цi iнтервали роздiленi хоча б одним цiлим числом, то бампи називаються строго
неперетинними. Кажуть, що один бамп мiстить iнший, якщо його iнтервал мiстить
iнтервал iншого.

Означення 16. Простiр I — це поповнення нормованого лiнiйного простору послiдовно-
стей зi скiнченним носiєм, для яких

∥x∥ = inf

{ n∑
k=1

[[xk]] : x =
n∑

k=1

xk

}
, (4)

де функцiя [[ · ]] визначається за формулою

[[x]] =
(∑

a2i

)1/2

,

якщо x є сумою строго неперетинних бампiв з висотами {ai}.

Вiдомо (див. [4]), що якщо x ∈ I i є сумою строго неперетинних бампiв, то

[[x]] = ∥x∥.

У наступних роздiлах бакалаврської роботи будуть використанi результати статтi [4],
якi ми представимо у виглядi таких теорем.

Теорема 4 ([4]). Спряженим до простору I є простiр Джеймса J .

Теорема 5 ([4]). Простiр Джеймса J є квазiрефлексивним простором порядку 1.
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4 Другий спряжений до c0(N2) простiр

Позначимо N2 = N × N. Нехай c0(N2) (вiдповiдно ℓ∞(N2)) — простiр матриць нескiн-
ченного розмiру над полем K (K = C або K = R), у кожному рядку та стовпцi яких стоять
послiдовностi з класичного простору c0 збiжних до нуля послiдовностей (вiдповiдно з кла-
сичного простору ℓ∞ обмежених послiдовностей). Завданням цього роздiлу є побудувати
другий спряжений c∗∗0 (N2) до простору c0(N2).

Твердження 1. З точнiстю до iзоморфiзму виконується наступна рiвнiсть

c∗∗0 (N2) = ℓ∞(N2).

Доведення. На першому етапi побудуємо перший спряжений, а саме, покажемо, що з то-
чнiстю до iзоморфiзму виконується c∗0(N2) = ℓ1(N2).

Виберемо довiльнi x ∈ c0(N2) i y ∈ ℓ1(N2). Ми стверджуємо, що вiдображення

ϕy(x) =
∞∑
n=1

∞∑
k=1

xnkynk (5)

є обмеженим лiнiйним функцiоналом на c0(N2). Справдi, з нерiвностi Гельдера для ℓp, де
1 ≤ p <∞, отримуємо

∞∑
n=1

∞∑
k=1

|xnkynk| ≤ ∥y∥1 ∥x∥∞ , (6)

тобто ряд в (5) абсолютно збiжний. Тому для x, z ∈ c0(N2) i α ∈ K отримаємо

ϕy(x+ z) =
∞∑
n=1

∞∑
k=1

(xnk + znk)ynk =
∞∑
n=1

∞∑
k=1

xnkynk +
∞∑
n=1

∞∑
k=1

znkynk = ϕy(x) + ϕy(z)

та

ϕy(αx) =
∞∑
n=1

∞∑
k=1

α(xnkynk) = α
∞∑
n=1

∞∑
k=1

xnkynk = αϕy(x).

Отже, вiдображення ϕy : c0(N2) → K є лiнiйним. З нерiвностi (6) отримуємо

|ϕy(x)| =

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

∞∑
k=1

xnkynk

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
n=1

∞∑
k=1

|xnkynk| ≤ ∥y∥1 ∥x∥∞ .

Отже,
∥ϕy∥ = sup

{
|ϕy(x)| : x ∈ c0(N2), ∥x∥∞ = 1

}
≤ ∥y∥ <∞,

тобто, ϕy — обмежений лiнiйний функцiонал.

12



Тепер покажемо, що всi лiнiйнi обмеженi функцiонали мають вигляд (5), тобто є фун-
кцiоналами ϕy для деякого y ∈ ℓ1(N2).

Нехай ϕ — довiльний лiнiйний обмежений функцiонал на c∗0(N2). Визначимо матрицю
enk ∈ c0(N2), в якiй стоїть 1 на перетинi n-того рядка та k-того стовпця i 0 на всiх iнших
мiсцях. Для кожних n, k ∈ N, визначимо

ynk = ϕ(enk) (7)

та hnk = sgn ynk. Для фiксованих натуральних N i K, нехай

hNK =
N∑

n=1

K∑
k=1

hnkenk.

Тодi hNK ∈ c0(N2) i ∥hNK∥∞ = 1. Легко бачити, що

ϕ(hNK) = ϕ

( N∑
n=1

K∑
k=1

hnkenk

)
=

N∑
n=1

K∑
k=1

ϕ(hnkenk)

=
N∑

n=1

K∑
k=1

hnkϕ(enk) =
N∑

n=1

K∑
k=1

hnkynk =
N∑

n=1

K∑
k=1

|ynk| .

Вiдомо, що |ϕ(hNK)| ≤ ∥hNK∥∞ ∥ϕ∥∗. Отже,

N∑
n=1

K∑
k=1

|ynk| = |ϕ(hNK)| ≤ ∥ϕ∥∗ ,

бо ∥hNK∥∞ = 1.
Оскiльки це виконується для довiльних N,K ∈ N, то

∞∑
n=1

∞∑
k=1

|ynk| = |ϕ(enk)| ≤ ∥ϕ∥∗ , (8)

тобто y =
(
ynk

)
k,n∈N ∈ ℓ1(N2).

Покажемо, що функцiонал ϕ заданий як елемент з c∗0(N2) — це елемент ϕy вигляду (5),
де y визначений формулою (7). За означенням, для будь-якого x ∈ c00(N2) виконується
ϕ(x) = ϕy(x), де c00(N2) — щiльна пiдмножина в c0(N2) нескiнченних матриць, у кожному
рядку i стовпцi яких стоять фiнiтнi послiдовностi. Оскiльки ϕ, ϕy є неперервними фун-
кцiоналами, то з рiвностi ϕ = ϕy на щiльнiй пiдмножинi c00(N2) випливає ця ж рiвнiсть
ϕ = ϕy на всьому просторi c0(N2).

Вiдображення y 7−→ ϕy є iзометрiєю, оскiльки ∥ϕy∥∗ ≤ ∥y∥1 (це випливає з нерiвностi
Гельдера) i ∥y∥1 ≤ ∥ϕy∥∗ (це випливає з нерiвностi (8)).

Таким чином ми показали, що c∗0(N2) = ℓ1(N2).
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Перейдемо до другого етапу доведення, а саме, покажемо, що ℓ∗1(N2) = ℓ∞(N2).
Нехай x ∈ ℓ1(N2) i y ∈ ℓ∞(N2) — довiльнi елементи вiдповiдних просторiв. Ми ствер-

джуємо, що вiдображення

ϕy(x) =
∞∑
n=1

∞∑
k=1

xnkynk

є обмеженим лiнiйним функцiоналом на ℓ1(N2). З нерiвностi Гельдера маємо

∞∑
n=1

∞∑
k=1

|xnkynk| ≤ ∥y∥∞ ∥x∥1 .

Лiнiйнiсть цього функцiоналу очевидна.
Нехай ϕ — довiльний обмежений лiнiйний функцiонал на ℓ1(N2), тобто ϕ ∈ ℓ∗1(N2).

Аналогiчно як вище, визначимо ynk = ϕ(enk). Тодi

|ynk| = |ϕ(enk)| ≤ ∥ϕ∥∗ .

А це означає, що y ∈ ℓ∞. Крiм того, ми отримали нерiвнiсть ∥y∥∞ ≤ ∥ϕ∥∗.
Тепер покажемо, що ϕ(x) = ϕy(x) для всiх x ∈ ℓ1(N2). З означення простору ℓ1(N2)

випливає, що ряд
∞∑
n=1

∞∑
k=1

|xnkenk|

збiжний, тому

ϕ(x) = ϕ

( ∞∑
n=1

∞∑
k=1

xnkenk

)
=

∞∑
n=1

∞∑
k=1

xnkϕ(enk) =
∞∑
n=1

∞∑
k=1

xnkynk = ϕy(x).

З нерiвностi |ϕ(x)| ≤ ∥x∥1 ∥y∥∞ випливає ∥ϕ∥∗ ≤ ∥y∥∞. Враховуючи доведену вище
нерiвнiсть ∥y∥∞ ≤ ∥ϕ∥∗, отимуємо

∥ϕ∥∗ = ∥y∥∞ .

Отже, ℓ1(N2)∗ = ℓ∞(N2).
Враховуючи результати обох етапiв доведення, можна стверджувати, що з точнiстю до

iзоморфiзму виконується рiвнiсть

c∗∗0 (N2) = ℓ∞(N2).
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5 Продовження Аренса та регулярнiсть

У цьому роздiлi розглядається, як на основi iдей Аренса, можна канонiчно продовжити
m-лiнiйне вiдображення на спряженi простори, використовуючи *-слабкi границi.

Означення 17. Банахiв простiр X називають регулярним за Аренсом, якщо кожне
неперервне лiнiйне вiдображення A ∈ L(X,X ′) є слабко компактним.

Зокрема, X називають симетрично (вiдповiдно антисиметрично) регулярним,
якщо це справджується для кожного симетричного (вiдповiдно антисиметричного)
вiдображення, тобто якщо

A(x1)(x2) = A(x2)(x1)
(
вiдповiдно A(x1)(x2) = −A(x2)(x1)

)
.

Розглянемо два банахових простори X i Y .

Твердження 2. Простiр X×Y є регулярним тодi й лише тодi, коли кожне вiдображен-
ня з будь-якого з чотирьох просторiв

L(X,X ′), L(X, Y ′), L(Y,X ′), L(Y, Y ′)

є слабо компактним.

Доведення. Припустимо, що всi чотири простори вiдображень мають цю властивiсть. Не-
хай T = (T1, T2) : X × Y −→ X ′ × Y ′ — деяке неперервне лiнiйне вiдображення. Тодi для
кожної пари (x, y) ∈ X × Y маємо

T (x, y) = (T1(x, 0), 0) + (T1(0, y), 0) + (0, T2(x, 0)) + (0, T2(0, y)).

Визначимо наступнi оператори:

R1 : X −→ X ′, R1(x) := T1(x, 0), x ∈ X,

R2 : Y −→ X ′, R2(y) := T1(0, y), y ∈ Y,

R3 : X −→ Y ′, R3(x) := T2(x, 0), x ∈ X,

R4 : Y −→ Y ′, R4(y) := T2(0, y), y ∈ Y.

Оскiльки оператори Rj, j = 1, 2, 3, 4, є слабо компактними, i справджується рiвнiсть

T (x, y) = (R1(x), 0) + (R2(y), 0) + (0, R3(x)) + (0, R4(y))

для кожної пари (x, y) ∈ X × Y , то отримуємо потрiбне.
Зворотне твердження очевидне.
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Наслiдок 1. Для банахового простору X справджуються наступнi властивостi:

1) якщо X є регулярним, то X ×X також є регулярним;

2) якщо X є регулярним, то X × C також є регулярним;

3) якщо X не є рефлексивним, то X ×X ′ не є регулярним.

Доведення останньої властивостi випливає з того, що канонiчне вкладення X в X ′′ не
може бути слабко компактним.

Наведемо ще одне еквiвалентне означення регулярностi банахового простору, яке ви-
пливає з Теореми 2.

Означення 18. Банаховий простiр X є регулярним за Аренсом, якщо для всiх бiлi-
нiйних форм m : X ×X → R виконується рiвнiсть

m∗∗∗ = mt∗∗∗t,

тобто всi бiлiнiйнi форми m : X ×X → R регулярнi за Аренсом.

Спираючись на iдеї Аренса [1], можна стверджувати, що iснує канонiчний спосiб про-
довжити елемент A ∈ L(mX,E) до елемента Ã ∈ L(mX ′′, E ′′), використовуючи *-слабкi
границi.

Справдi, нехай задано x′′1, . . . , x′′n ∈ X ′′. Визначимо

Ã(x′′1, . . . , x
′′
n) = w∗- lim

α1

· · ·w∗- lim
αm

A(xα1 , . . . , xαm), (9)

де (xαi
) ⊆ X — довiльна напрямленiсть, яка *-слабко збiгається до x′′i . Iншими словами,

продовження будується поступово по однiй змiннiй за раз, справа налiво, використовуючи
*-слабкi границi.

Якщо результат не залежить вiд порядку взяття *-слабких границь, то кажуть, що
вiдображення A має регулярне продовження.

Еквiвалентне означення регулярностi банахового простору можна задати використо-
вуючи продовження Аренса.

Означення 19. Банаховий простiр X називають регулярним за Аренсом, якщо про-
довження Аренса кожного елемента простору L(2X) iнварiантне щодо перестановки
границь у формулi (9).

Зокрема, X симетрично (антисиметрично) регулярний, якщо продовження
кожного симетричного (антисиметричного) елементу простору L(X) iнварiанте що-
до перестановки границь в (9).
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Нехай X та Y — лiнiйнi простори над полем K. Їх декартовий добуток X × Y також є
лiнiйним простором над K зi стандартними операцiями

(x1, y1) + (x2, y2) = (x1 + x2, y1 + y2), α · (x, y) = (αx, αy).

Розглянемо лiнiйний функцiонал f ∈ (X × Y )′. Для будь-якого (x, y) ∈ X × Y маємо
очевиднi рiвностi

f(x, y) = f((x, 0) + (0, y)) = f(x, 0) + f(0, y).

Позначимо
fX(x) := f(x, 0), fY (y) := f(0, y).

Очевидно, що fX ∈ X ′ i fY ∈ Y ′. Отже, маємо природне вiдображення

Φ : (X × Y )′ → X ′ × Y ′, Φ(f) = (fX , fY ).

Це вiдображення є лiнiйним i бiєктивним. Його обернене задається наступним чином

(ϕ, ψ) 7→
(
(x, y) 7→ ϕ(x) + ψ(y)

)
.

Отже, маємо iзоморфiзм векторних просторiв

(X × Y )′ ∼= X ′ × Y ′.

Теорема 6. Банаховий простiр X є регулярним тодi i тiльки тодi, коли вiн є одночасно
симетрично та антисиметрично регулярним.

Доведення. Необхiднiсть. Якщо банаховий простiр X є регулярним, то всi елементи
A ∈ L(X,X ′) є слабко компактними, а, отже, i всi симетричнi та антисиметричнi еле-
менти L(X,X ′) є слабко компактними, з чого випливає симетрична та антисиметрична
регулярнiсть X.

Достатнiсть. Нехай X є одночасно симетрично та антисиметрично регулярним. Це
означає, що кожне симетричне або антисиметричне вiдображення A ∈ L(X,X ′) є слабко
компактним. Вiдомо, що кожне вiдображення A ∈ L(X,X ′) можна представити у виглядi
суми

A = As + Aa,

де As — симетрична частина A, а Aa — антисиметрична. Оскiльки обидвi цi частини є
слабко компактними за припущенням, то i A є слабко компактним. Тобто простiр X —
регулярний за Аренсом.
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6 Приклади продовжень бiлiнiйних операторiв на нере-
гулярному просторi

6.1 Продовження симетричного бiлiнiйного оператора

Нехай X – квазiрефлексивний простiр порядку 1. Розглянемо бiлiнiйний оператор (на-
справдi функцiонал) m : (X ×X ′)× (X ×X ′) → R, який визначений формулою

m((x, f), (y, g)) = g(x) + f(y).

Метою є поступово продовжити цей оператор до оператора

m∗∗∗ : (X ′′ ×X ′′′)× (X ′′ ×X ′′′) → R.

Розiб’ємо процес продовження на окремi кроки.
Продовження до m∗. Перший спряжений оператор

m∗ : R× (X ×X ′) → X ′ ×X ′′

дiє за правилом

m∗(c, (x, f))(y, g) = c ·m
(
(x, f), (y, g)

)
= cf(y) + cg(x).

Iншими словами, дiя m∗(c, (x, f)) на елементi (y, g) ∈ X×X ′ задається парою лiнiйних
функцiоналiв (cφf , cφx) ∈ X ′ ×X ′′, де

φf (y) := f(y), φx(g) := g(x).

Бачимо, що φf = f i φx = π1(x), де π1 — канонiчне вкладення X в X ′′.
Продовження до m∗∗. Далi продовжимо m∗ до оператора

m∗∗ : (X ′′ ×X ′′′)× R → X ′ ×X ′′,

який визначається так

m∗∗((y′′, g′′), c)(x, f) = (
y′′, g′′

)(
m∗(c, (x, f))) = y′′(cf) + g′′(cπ1).

Оскiльки простiр X є квазiрефлексивним порядку 1, то за Теоремою 3 простори X ′ та
X ′′ також є квазiрефлексивними порядку 1. Тому кожен елемент y′′ ∈ X ′′ можна записати
у виглядi

y′′ = π1(y) + h(y′′) · ϕ,

а кожен елемент g′′ ∈ X ′′′ можна подати у виглядi

g′′ = π2(g) + k(g′′) · ϕ̃,
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де π1 – канонiчне вкладення X в X ′′, π2 – канонiчне вкладення X ′ в X ′′′ h ∈ X ′′′ —
деякий фiксований функцiонал над X ′′, k ∈ X ′′′′ — деякий фiксований функцiонал над
X ′′′, ϕ ∈ X ′′ \ π1(X) такий елемент X ′′, що не належить π1(X) i X ′′ = π1(X)

⊕
span(ϕ),

ϕ̃ ∈ X ′′′ \ π2(X ′) такий елемент X ′′′, що не належить π2(X ′) i X ′′′ = π2(X
′)
⊕

span ˜(ϕ).
Тодi отримаємо

m∗∗((y′′, g′′), c)(x, f) = cf(y) + ch(y′′) · ϕ(f) + cg(x) + ck(g′′) · ϕ̃(π1).

Цю дiю знову можна описати парою операторiв (cψg′′ , cψy′′), де

ψg′′(x) = g(x) + k(g′′) · ϕ̃(π1), ψy′′(f) = f(y) + h(y′′) · ϕ(f).

Продовження до m∗∗∗. Нарештi, побудуємо оператор

m∗∗∗ : (X ′′ ×X ′′′)× (X ′′ ×X ′′′) → R,

що визначений формулою

m∗∗∗((x′′, f ′′), (y′′, g′′)
)
(c) =

(
x′′, f ′′)(m∗∗((y′′, g′′), c)). (10)

Оскiльки простори X та X ′ є квазiрефлексивними порядку 1, то елементи x′′ ∈ X ′′ та
f ′′ ∈ X ′′′ можемо записати наступним чином:

x′′ = π1(x) + h(x′′) · ϕ, f ′′ = π2(f) + k(f ′′) · ϕ̃,

де h ∈ X ′′′, k ∈ X ′′′′, ϕ ∈ X ′′, ϕ̃ ∈ X ′′′ — визначенi вище функцiонали.
Розпишемо детальнiше праву сторону рiвностi (10), використовуючи результати попе-

реднього продовження. Отримаємо(
x′′, f ′′)(m∗∗((y′′, g′′), c)) = (x′′, f ′′)(cψg′′ , cψy′′) = x′′(cψg′′) + f ′′(cψy′′)

= π1(x)(cψg′′) + h(x′′)ϕ(cψg′′) + π2(f)(cψy′′) + k(f ′′)ϕ̃(cψy′′)

= c
(
g(x) + k(g′′)ϕ̃(π1) + h(x′′)ϕ(g) + k(g′′)h(x′′)ϕ(ϕ̃ ◦ π1)
+ f(y) + h(y′′)ϕ(f) + k(f ′′)ϕ̃(π1) + k(f ′′)h(y′′)ϕ̃(ϕ)

)
.

Таким чином, ми отримали

m∗∗∗((x′′, f ′′), (y′′, g′′)
)
(c) =c

(
g(x) + k(g′′)ϕ̃(π1) + h(x′′)ϕ(g) + k(g′′)h(x′′)ϕ(ϕ̃ ◦ π1)

+ f(y) + h(y′′)ϕ(f) + k(f ′′)ϕ̃(π1) + k(f ′′)h(y′′)ϕ̃(ϕ)
)
.

Останнiй вираз повнiстю описує продовження бiлiнiйного оператора m до третього
спряженого оператора m∗∗∗ : (X ′′ ×X ′′′)× (X ′′ ×X ′′′) → R.

Тепер перевiримо, чи даний оператор зберiг властивiсть симетричностi при продовжен-
нi.

m∗∗∗((y′′, g′′), (x′′, f ′′)
)
(c) =c

(
f(y) + k(f ′′)ϕ̃(π1) + h(y′′)ϕ(f) + k(f ′′)h(y′′)ϕ(ϕ̃ ◦ π1)

+ g(x) + h(x′′)ϕ(g) + k(g′′)ϕ̃(π1) + k(g′′)h(x′′)ϕ̃(ϕ)
)
.
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m∗∗∗((x′′, f ′′), (y′′, g′′)
)
(c)−m∗∗∗((y′′, g′′), (x′′, f ′′)

)
(c) =c

(
k(g′′)h(x′′)

(
ϕ(ϕ̃ ◦ π1)− ϕ̃(ϕ)

)
+ k(f ′′)h(y′′)

(
ϕ̃(ϕ)− ϕ( ˜ϕ ◦ π1

))
З цього випливає, що оператор m при продовженнi до m∗∗∗ втратив властивiсть симе-

тричностi.

6.2 Продовження антисиметричного бiлiнiйного оператора

Нехай X – знову квазiрефлексивний простiр порядку 1. Розглянемо антисиметричний
бiлiнiйний оператор (насправдi функцiонал) m : (X ×X ′)× (X ×X ′) → R, що визначений
формулою

m((x, f), (y, g)) = g(x)− f(y).

Метою є поступово продовжити цей оператор до третього спряженого оператора

m∗∗∗ : (X ′′ ×X ′′′)× (X ′′ ×X ′′′) → R

та переконатися, що антисиметричнiсть у цьому випадку буде порушена.
Аналогiчно як i вище, будемо будувати продовження поступово.
Продовження до m∗. Перший спряжений оператор

m∗ : R× (X ×X ′) → X ′ ×X ′′

вiдповiдно до означення дiє за правилом

m∗(c, (x, f))(y, g) = c ·m
(
(x, f), (y, g)

)
= cg(x)− cf(y).

Iншими словами, дiя m∗(c, (x, f)) на елементi (y, g) ∈ X×X ′ задається парою лiнiйних
функцiоналiв (cφf , cφx) ∈ X ′ ×X ′′, де

φf (y) := −f(y), φx(g) := g(x).

Таким чином, бачимо, що φf = −f i φx = π(x), де π — канонiчне вкладення X в X ′′.
Продовження до m∗∗. Далi продовжимо m∗ до оператора

m∗∗ : (X ′′ ×X ′′′)× R → X ′ ×X ′′,

який згiдно з означенням визначається за формулою

m∗∗((y′′, g′′), c)(x, f) = (
y′′, g′′

)(
m∗(c, (x, f))) = y′′(−cf) + g′′(cπ(x)).
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За припущенням простiрX є квазiрефлексивним порядку 1, тому з Теореми 3 випливає,
що простори X ′ та X ′′ також є квазiрефлексивними порядку 1. Тому кожен елемент y′′ ∈
X ′′ можна записати у виглядi

y′′ = π1(y) + h(y′′) · ϕ,

аналогiчно, кожен елемент g′′ ∈ X ′′′ можна подати у виглядi

g′′ = π2(g) + k(g′′) · ϕ̃,

де h ∈ X ′′′, k ∈ X ′′′′, ϕ ∈ X ′′, ϕ̃ ∈ X ′′′ — функцiонали, що означенi у попередньому пiдроз-
дiлi.

Враховуючи цi представлення, отримаємо

m∗∗((y′′, g′′), c)(x, f) = −cf(y)− ch(y′′) · ϕ(f) + cg(x) + ck(g′′) · ϕ̃(π1).

Цю дiю знову можна описати парою операторiв (cψg′′ , cψy′′), де

ψg′′(x) = g(x) + k(g′′)ϕ̃(π2), ψy′′(f) = −f(y)− h(y′′)ϕ(f).

Продовження до m∗∗∗. Нарештi, побудуємо оператор

m∗∗∗ : (X ′′ ×X ′′′)× (X ′′ ×X ′′′) → R,

що визначений формулою

m∗∗∗((x′′, f ′′), (y′′, g′′)
)
(c) =

(
x′′, f ′′)(m∗∗((y′′, g′′), c)). (11)

З того, що простори X та X ′ є квазiрефлексивними порядку 1 випливає, що елементи
x′′ ∈ X ′′ та f ′′ ∈ X ′′′ можемо подати у виглядi

x′′ = π1(x) + h(x′′)ϕ, f ′′ = π2(f) + k(f ′′)ϕ̃,

.
Розпишемо детальнiше праву сторону рiвностi (11), отримаємо(
x′′, f ′′)(m∗∗((y′′, g′′), c)) = (x′′, f ′′)(cψg′′ , cψy′′) = x′′(cψg′′) + f ′′(cψy′′)

= π1(x)(cψg′′) + h(x′′)ϕ(cψg′′) + π2(f)(cψy′′) + k(f ′′)ϕ̃(cψy′′)

= c
(
g(x) + k(g′′)ϕ̃(π1) + h(x′′)ϕ(g) + k(g′′)h(x′′)ϕ(ϕ̃ ◦ π1)
− f(y)− h(y′′)ϕ(f)− k(f ′′)ϕ̃(π1)− k(f ′′)h(y′′)ϕ̃(ϕ)

)
.

Таким чином,

m∗∗∗((x′′, f ′′), (y′′, g′′)
)
(c) =c

(
g(x) + k(g′′)ϕ̃(π1) + h(x′′)ϕ(g) + k(g′′)h(x′′)ϕ(ϕ̃ ◦ π1)

− f(y)− h(y′′)ϕ(f)− k(f ′′)ϕ̃(π1)− k(f ′′)h(y′′)ϕ̃(ϕ)
)
.
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Останнiй вираз повнiстю описує продовження бiлiнiйного оператора m до третього
спряженого оператора m∗∗∗ : (X ′′ × X ′′′) × (X ′′ × X ′′′) → R. Легко перевiрити (аналогi-
чно до попереднього прикладу), що цей оператор при продовженнi втратив властивiсть
антисиметричностi.

З цього випливає, що якщо X — квазiрефлексивний банахiв простiр порядку 1, то
X ×X ′ не є антисиметрично регулярним.
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Висновки

У дипломнiй роботi дослiджено регулярнiсть банахових просторiв за Аренсом у кон-
текстi бiлiнiйних форм. Особливу увагу придiлено симетричним та антисиметричним бi-
лiнiйним формам та вивченню питання збереження їхнiх властивостей при продовженнi
на другi спряженi простори.

Було введено нове поняття — антисиметричної регулярностi за Аренсом, що дозво-
ляє розширити iснуючу класифiкацiю бiлiнiйних форм i точнiше описувати ситуацiї, коли
антисиметричнiсть зберiгається або втрачається пiсля продовження. Це поняття є при-
родним аналогом симетричної регулярностi, однак має самостiйну математичну цiннiсть,
зокрема в контекстi нерегулярних та квазiрефлексивних просторiв.

У рамках роботи побудовано конкретний приклад, що демонструє втрату антисиметрiї
при продовженнi бiлiнiйних форм на спряженi простори. Такий приклад було реалiзовано
на просторi X ×X ′, де X — квазiрефлексивний простiр порядку 1. Отриманi результати
свiдчать про те, що регулярнiсть за Аренсом має застосування при вивченнi збереження
структурних властивостей операторiв.

Дипломна робота не лише узагальнює класичнi пiдходи до аналiзу регулярностi, а й
вiдкриває новi перспективи дослiдження бiлiнiйних форм у контекстi спряжених просто-
рiв, пропонуючи новi поняття та приклади для подальших дослiджень.
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