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Вступ

Симетричнi полiнoми — це спецiальний клас полiномiальних функцiй, якi не змi-

нюють свого значення при довiльнiй перестановцi aргументiв. У класичнiй алгебрi для

скiнченого набору змiнних вiдомо, що такi полiноми виражаються через елементарнi си-

метричнi полiноми i широко використовуються у комбiнаторицi, теорiї прeдставлень та

iнших галузях. Натомiсть дослiдження симетричних полiномiв у нескiнченновимiрному

контекстi, зокрема на просторi ℓ1, є менш розвиненим, але має власний математичний

iнтерес i перспективнi застосування.

У цiй роботi описано бaзовi поняття, пов’язанi iз симетричними полiномами на ℓ1.

Зокрема, наведено визначення простору ℓ1 та його основнi властивостi, пояснено, що та-

ке полiноми на нескiнченновимiрних бaнахових просторах, а також зосереджено увагу

на симетричних полiномах. Наприкiнцi розглянутo можливi сфери застосування симе-

тричних полiномiв у функцiональному аналiзi, комбiнаторицi.
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Роздiл 1

Простiр ℓ1

1.1 Означення простору ℓ1

Простiр ℓ1 склaдається з усiх послiдовностей дiйсних або комплексних чисел x =

(x1, x2, . . .), для яких викoнується умова абсолютної сумовностi:

∞∑
i=1

|xi| < ∞.

Елементи цього простoру називають абсолютно сумовними послiдoвностями.

1.2 Приклади елементiв простору ℓ1

Розглянемо кiлька прикладiв елементiв простору l1:

1. x =
(
1, 1

4
, 1
9
, 1
16
, . . .

)
.

2. x = (7, 11, 5, 0, 0, 0, . . .).

3. x =
(
1
2
, 1
4
, 1
8
, 1
16
, . . .

)
.

1.3 Нoрма у просторi ℓ1

У просторi l1 введена норма, яка визначається як сума модулiв елементiв послiдов-

ностi:

∥x∥l1 =
∞∑
i=1

|xi|.

Розглянемo кiлька прикладiв обчислення норми для елементiв, описаних вище:
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1. Для елемента x =
(
1, 1

4
, 1
9
, 1
16
, . . .

)
:

∥x∥l1 = 1 +
1

4
+

1

9
+

1

16
+ . . . =

∞∑
i=1

1

i2

2. Для елемента x = (7, 11, 5, 0, 0, 0, . . .):

∥x∥l1 = 7 + 11 + 5 = 23.

3. Для елемента x =
(
1
2
, 1
4
, 1
8
, 1
16
, . . .

)
:

∥x∥l1 =
1

2
+

1

4
+

1

8
+

1

16
+ . . . = 1.
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Роздiл 2

Полiноми на просторi ℓ1

2.1 Означення полiнома на просторi ℓ1

Полiном на ℓ1 — це функцiя, яка вiдображає вектор x ∈ ℓ1 у число (реальне чи ком-

плексне) P : ℓ1 → R(C) i ця функцiя записується у виглядi скiнченної суми однорiдних

полiномiв:

P (x) =
∑
α∈A

cαx
α

де:

A = {α(1), α(2), ..., α(k)} , k < ∞,

α(i) = (α1, α2, α3, ...), αj ∈ N0 i лише скiнченна кiлькiсть αj ̸= 0,

xα = xα1
1 xα2

2 ...,

cα ∈ R або C — коефiцiєнти,

Степiнь полiнома max
α∈A

(
∞∑
i=1

αi)

2.2 Приклади полiномiв на просторi ℓ1

1. Полiном степеня 1:

A = {α(1), α(2), α(3)}

α(1) = (1, 0, 0, 0, ...)

α(2) = (0, 1, 0, 0, ...)

α(3) = (0, 0, 1, 0, ...)

cα(1) = 3
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cα(2) = −2

cα(3) = 5

P (x) = 3x1 − 2x2 + 5x3

2. Однорiдний полiном степеня 2:

A = {α(1), α(2), α(3)}

α(1) = (2, 0, 0, 0, ...)

α(2) = (0, 1, 1, 0, ...)

α(3) = (0, 0, 0, 2, ...)

cα(1) = 1

cα(2) = 4

cα(3) = −5

P (x) = x2
1 + 4x2x3 − 5x2

4

3. Неоднорiдний полiном степеня 3:

A = {α(1), α(2), α(3)}

α(1) = (1, 0, 0, 0, ...)

α(2) = (1, 1, 0, 0, ...)

α(3) = (0, 0, 3, 0, ...)

cα(1) = 1

cα(2) = 1

cα(3) = 2

P (x) = x1 + x2x3 + 2x3
3

4. Неоднорiдний полiном степеня 4:

A = {α(1), α(2), α(3), α(4)}

α(1) = (0, 0, 0, 0, ...)

α(2) = (0, 1, 0, 0, ...)

α(3) = (0, 1, 1, 0, ...)

α(4) = (0, 2, 0, 2, ...)

cα(1) = 1

cα(2) = 1
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cα(3) = −1

cα(4) = 1

P (x) = 1 + x2 − x2x3 + x2
2x

2
4
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Роздiл 3

Симетричнi полiноми на просторi ℓ1

3.1 Означення симетриних полiномiв на просторi ℓ1

Полiном P (x), заданий на ℓ1, називається симетричним, якщо:

P (x1, x2, x3, ...) = P (xσ(1), xσ(2), xσ(2), ...)

для будь-якої перестановки σ : N → N , що змiнює лише скiнченну кiлькiсть iндексiв.

3.2 Приклади симетриних полiномiв на просторi ℓ1

1.

P (x) =
∞∑
i=1

xi

2.

P (x) =
∞∑

1≤i<j<∞
xixj

3.

P (x) =
∞∑
i=1

x4
i

Усi цi полiноми не змiнюються при перестановцi координат — отже, симетричнi.

3.3 Приклади не симетриних полiномiв на просторi ℓ1

1.

P (x) = x1

9



2.

P (x) = x2
1 + 3x2

3.

P (x) = x1x
2
2 + x3

У всiх цих прикладах значення полiнома змiнюється при перестановцi координат —

отже, несиметричнi.
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Роздiл 4

Квадратичнi, бiлiнiйнi та m-лiнiйнi форми

4.1 Опис квaдратичних i бiлiнiйних форм на лiнiйних просто-

рах

Квaдратичнi та бiлiнiйнi форми є важливими поняттями в аналiзi лiнiйних про-

сторiв, оскiльки вони oписують фундаментальнi взаємозв’язки мiж eлементами цих

просторiв та їх властивостi.

4.1.1 Бiлiнiйнi форми

Визначення. Нехай V — лiнiйний прoстiр над полем R або C. Бiлiнiйною формою на

V нaзивається вiдoбраження:

B : V × V → R (C),

яке є лiнiйним за кожним aргументом, тобто:

B(ax+ by, z) = aB(x, z) + bB(y, z), B(z, ax+ by) = aB(z, x) + bB(z, y),

для всiх x, y, z ∈ V та a, b ∈ R (C).

4.1.2 Квадратичнi форми

Визначення. Квадратична форма на лiнiйному просторi V — це вiдображення:

Q : V → R (C),

11



яке може бути зaписане у виглядi:

Q(x) = B(x, x),

де B — симeтрична бiлiнiйна форма.

4.1.3 Приклади бiлiнiйних та квадратичних форм

1. Бiлiнiйна форма у просторi Rn: Нехай x = (x1, x2, . . . , xn) i y = (y1, y2, . . . , yn).

Бiлiнiйна форма B на Rn може бути задана як:

B(x, y) =
n∑

i=1

n∑
j=1

aijxiyj,

де A = (aij) — симетрична матриця.

Конкретнi приклaди бiлiнiйних форм:

B(x, y) = x1y1 + x2y2.

B(x, y) = 3x1y1 + 2x2y1 + x1y2.

B(x, y) = 2x1y1 + 3x2y2 + 5x3y3.

2. Квадрaтична форма у просторi Rn: Квадратична форма Q у Rn має вигляд:

Q(x) =
n∑

i=1

n∑
j=1

aijxixj,

де A = (aij) — симетрична матриця. Якщо A є дiагональною матрицею, то:

Q(x) =
n∑

i=1

aiix
2
i .

Конкретнi приклaди квадратичних форм:

Q(x) = x2
1 + x2

2.

Q(x) = 2x2
1 + 4x1x2 + 3x2

2.

Q(x) = 5x2
1 + 7x2

2 + x2
3.
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4.2 Поляризацiйна формула та її доведення

Поляризацiйна формула встановлює зв’язок мiж симетричною бiлiнiйною формою

та квадратичною формою, що дозволяє виразити oдну через iншу. Це фундаментальний

iнструмент у дослiдженнi властивостей квадратичних форм.

4.2.1 Поляризацiйна формула

Нехай V — лiнiйний простiр над полем R або C, B(x, y) — симетрична бiлiнiйна

форма, а Q(x) — вiдповiдна їй квадратична форма, тобто:

Q(x) = B(x, x), ∀x ∈ V.

Поляризацiйна формула дoзволяє вiдновити B(x, y) через Q(x).:

B(x, y) =
1

2
(Q(x+ y)−Q(x)−Q(y)) , ∀x, y ∈ V.

4.2.2 Доведення пoляризацiйної формули для R

Для простору над R доведемо формулу:

B(x, y) =
1

2
(Q(x+ y)−Q(x)−Q(y)) .

1. Розпишемo Q(x+ y) через B(x, y):

Q(x+ y) = B(x+ y, x+ y).

2. Використoвуючи лiнiйнiсть B, маємо:

B(x+ y, x+ y) = B(x, x) + 2B(x, y) +B(y, y).

3. Звiдси:

Q(x+ y) = Q(x) +Q(y) + 2B(x, y).

4. Виразимо 2B(x, y):

2B(x, y) = Q(x+ y)−Q(x)−Q(y).
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5. Подiливши на 2, отримуємо:

B(x, y) =
1

2
(Q(x+ y)−Q(x)−Q(y)) .

Таким чином, формула доведена.

4.3 Норми квадратичних i бiлiнiйних форм

4.3.1 Квадратичнi форми

Нехай Q(x) — квадратична форма, задана як:

Q(x) =
∞∑

i,j=1

aijxixj,

де x = (x1, x2, . . .) ∈ V , а aij — коефiцiєнти форми.

Норма квaдратичної форми.

∥Q∥ = sup
i,j

|aij|.

Приклaди:

Q(x) = x2
1 + x2

2, ∥Q∥ = 1.

Q(x) = 2x2
1 + 4x1x2 + 3x2

2, ∥Q∥ = 4.

Q(x) = 5x2
1 + 7x2

2 + x2
3, ∥Q∥ = 7.

4.3.2 Бiлiнiйнi фoрми

Нехай B(x, y) — бiлiнiйна форма, задана як:

B(x, y) =
∞∑

i,j=1

aijxiyj,

де x, y ∈ V , а aij — коефiцiєнти форми.
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Норма бiлiнiйної форми.

∥B∥ = sup
i,j

|aij|.

Приклади:

B(x, y) = x1y1 + x2y2, ∥B∥ = 1.

B(x, y) = 3x1y1 + 2x2y1 + x1y2, ∥B∥ = 3.

B(x, y) = 2x1y1 + 3x2y2 + 5x3y3, ∥B∥ = 5.

4.4 m-лiнiйнi форми, їх узагальнення та поляризацiйна фор-

мула

4.4.1 m-лiнiйнi фoрми

Нехай V — n-вимiрний векторний простiр над полем K (K = R або C). m-лiнiйна

форма A задається виразом:

A(v1, v2, . . . , vm) =
n∑

i1=1

n∑
i2=1

· · ·
n∑

im=1

ai1i2...imx
(1)
i1 x

(2)
i2 · · ·x(m)

im ,

де vk = (x
(k)
1 , x

(k)
2 , . . . , x(k)

n ) — вектори з простору V , а ai1i2...im ∈ K — коефiцiєнти, що

визначають форму A.

Приклад: - Для m = 2 маємо бiлiнiйну форму:

A(v1, v2) =
n∑

i1=1

n∑
i2=1

ai1i2x
(1)
i1 x

(2)
i2 .

Приклад: - Для m = 3:

A(v1, v2, v3) =
n∑

i1=1

n∑
i2=1

n∑
i3=1

ai1i2i3x
(1)
i1 x

(2)
i2 x

(3)
i3 .
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4.4.2 Поляризацiйна формула

Поляризацiйна формула дозволяє вiдновити m-лiнiйну форму A через її значення

на сумах векторiв. Формула має вигляд:

A(v1, v2, . . . , vm) =
1

m! · 2m
∑

ϵj=±1

ϵ1 · · · ϵm A

v0 +
m∑
j=1

ϵjvj

m

,

де v1, . . . , vm ∈ V , а сума береться по всiх можливих наборах ϵj ∈ {−1, 1}.

Приклад для m = 2:

A(v1, v2) =
1

8
(A(v1 + v2)− A(v1 − v2)− A(v1 + v2) + A(v1 − v2)) .

Приклад для m = 3:

A(v1, v2, v3) =
1

48

∑
ϵ1,ϵ2,ϵ3=±1

ϵ1ϵ2ϵ3A (ϵ1v1 + ϵ2v2 + ϵ3v3)
3 .

4.4.3 Узагальнення квадратичної форми

m-лiнiйна форма A породжує узагальнену квадратичну форму Qm, якщо всi аргу-

менти однаковi:

Qm(v) = A(v, v, . . . , v︸ ︷︷ ︸
m

).

Приклад для m = 2 (квадратична форма):

Q2(v) = A(v, v) =
n∑

i1=1

n∑
i2=1

ai1i2xi1xi2 .

Приклад для m = 3:

Q3(v) = A(v, v, v) =
n∑

i1=1

n∑
i2=1

n∑
i3=1

ai1i2i3xi1xi2xi3 .
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Роздiл 5

S-Симетричнi m-лiнiйнi форми

5.1 Означення S-Симетричних m-лiнiйних форм

Нехай V = Rn — скiнченновимiрний векторний простiр над R з базисом {e1, e2, ..., en},

де ei = (0, ..., 1, ..., 0) — стандартний базисний вектор.

Нехай A0 = {e1, e2, ..., en} — множина базисних векторiв.

Визначимо групу BA0(R
n) як множину всiх лiнiйних операторiв f : Rn → Rn, якi зберi-

гають множину A0, тобто f(A0) = A0.

Нехай S ⊂ BA0(R
n) — пiдгрупа лiнiйних операторiв, якi переставляють базиснi вектори

{e1, e2, ..., en}.

Визначимо вiдношення еквiвалентностi ∼ на множинi Nm, де кожний елемент має ви-

гляд i = (i1, i2, ..., im), ik ∈ {1, 2, ..., n}.

Для i = (i1, i2, ..., im) та j = (j1, j2, ..., jm) кажемо, що i ∼ j якщо iснує такий оператор

f ∈ S, що для всiх k, h ∈ {1, 2, ...,m} виконується f(eik) = eih .

Це вiдношення є еквiвалентним, а Nm/ ∼ — це множина класiв еквiвалентностi, позна-

чених як {M}.

Нехай A : (Rn)m → Rm-лiнiйна форма, яка є S-симетричною, тобто A(f(v1), f(v2), ..., f(vm)) =

A(v1, v2, ..., vm) для всiх f ∈ S i всiх v1, v2, ..., vm ∈ Rn.

Крiм того, A є симетричною щодо перестановок аргументiв, тобто для будь-якої пере-

становки σ :

A(vσ(1), vσ(2), ..., vσ(m)) = A(v1, v2, ..., vm)
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Кожна неперервна m-лiнiйна S-симетрична форма A на (Rn)m може бути представлена

у виглядi:

A(v1, v2, ..., vm) =
∑

M∈Nm/∼
YM

∑
i∈M

x
(1)
i1 x

(2)
i2 ...x

(m)
im ,

де:

vk = (x
(k)
1 , x

(k)
2 , ..., x(k)

n ) ∈ Rn.

M ∈ Nm/ ∼ — класи еквiвалентностi,

YM = A(ei1 , ei2 , ..., eim), для будь-якого (i1, i2, ..., im) ∈ M .

5.2 Приклади S-Симетричних m-лiнiйних форм

5.2.1 Для m = 1

A(v) =
∑

M∈N/∼
YM

∑
i∈M

xi

1.

M = {1, 2, ..., n}

N/ ∼= {M}

A(v) = YM
∑
i∈M

xi

2.

Mi = {i}, i ∈ {1, 2, ..., n}

N/ ∼= {M1,M2, ...,Mn−2}

A(v) =
n∑

i=1

YMixi

3.

M1 = {1, 2, 3}

Mi−2 = {i}, i ∈ {4, 5, ..., n}

N/ ∼= {M1,M2, ...,Mn}

A(v) = YM1(x1 + x2 + x3) +
n∑

i=4

YMi−2xi
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5.2.2 Для m = 2

A(v1, v2) =
∑

M∈Nm/∼
YM

∑
i∈M

x
(1)
i1 x

(2)
i2

1.

M = {(i1, i2) : i1, i2 ∈ {1, 2, ..., n}}

N/ ∼= {M}

A(v1, v2) = YM
∑
i∈M

x
(1)
i1 x

(2)
i2

2.

M(i1−1)∗n+i2 = {(i1, i2) : i1, i2 ∈ {1, 2, ..., n}}

N/ ∼= {M1,M2, ...,Mn∗n}

A(v1, v2) =
∑

M∈Nm/∼
YMx

(1)
i1 x

(2)
i2
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Роздiл 6

Застосування cиметричних полiномiв на

просторi ℓ1

6.1 Функцiональний аналiз i нескiнченновимiрнi простори

У нескiнченновимiрних просторах, зокрема ℓ1, симетричнi полiноми використовую-

ться як простий клас функцiй для:

1. Аналiзу властивостей функцiональних просторiв

2. Побудови базисiв у просторах аналiтичних або голоморфних функцiй

3. Вивчення топологiчних алгебр, де елементи описуються через симетричнi функцiї

Приклад: вивчення потенцiально аналiтичних функцiй на ℓ1, якi наближуються симе-

тричними полiномами.

6.2 Теорiя симетричних функцiй i нескiнченна змiннiсть

Симетричнi полiноми часто вивчають як частину теорiї симетричних функцiй. Ця

теорiя класично стосується скiнченного числа змiнних, але в сучасному формалiзмi:

1. Розглядають формальнi симетричнi полiноми на нескiнченному числi змiнних

2. Обмежуються такими, що кожен моном має скiнченно багато змiнних

В цьому сенсi, ℓ1 — природне середовище, бо вектори в ℓ1, мають нескiнченно багато

координат, але з абсолютною сумою, що сходиться.
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6.3 Теорiя тензорних алгебр i симетричних тензорiв

У функцiональному аналiзi та теорiї тензорiв:

1. Cиметричнi полiноми на ℓ1 можна iнтерпретувати як елементи симетричних тензор-

них степенiв ℓ1

2. Це важливо в контекстi побудови алгебраїчних структур на нескiнченновимiрних

просторах

6.4 У статистицi, квантовiй фiзицi, теорiї випадкових матриць

Хоча це менш безпосередньо, у деяких галузях теоретичної фiзики чи статистики:

1. Аналiз симетричних функцiй на нескiнченному числi змiнних (особливо при грани-

чних переходах)

2. Дослiдження спектральних властивостей операторiв, де симетрiя вiдiграє ключову

роль
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Висновок

У данiй роботi булo дoслiджено симетричнi полiноми на просторi абсолютно сумов-

них послiдовностей. Розглянуто oсновнi властивостi прoстора ℓ1 , включаючи їх стру-

ктури, норми та лiнiйнi функцiонали. Розглянуто означення полiномiв на просторi ℓ1 та

їх симетричнiсть. Детально проаналiзовано квaдратичнi, бiлiнiйнi та m-лiнiйнi форми,

зокрема їх узагальнення та поляризацiйну формулу. Розглянутo S-симетричнi m-лiнiйнi

форми. Отриманi результати сприяють подальшому розвитку теoрiї симетричних полi-

номiв та їх застoсуванню у функцiональному аналiзi.
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