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ВСТУП

Наукова цінність вивчення курсу «Програмна реалізація чисельних
методів» полягає у формуванні практичних компетентностей, спрямованих на
застосування математичних алгоритмів для розв’язання прикладних задач із
використанням сучасних мов програмування та бібліотек. Виконання завдань
забезпечує оволодіння методами чисельної лінеаризації, інтерполяції,
апроксимації, інтегрування та розв’язування диференціальних рівнянь, що
дозволяє моделювати складні процеси у фізиці, інженерії, економіці та
інформаційних технологіях. Особлива увага приділяється аналізу точності
обчислень, оцінюванню похибок та стійкості методів, що сприяє формуванню
критичного мислення і навичок оптимізації обчислювальних процедур. Таким
чином, курс забезпечує синтез математичної теорії та програмної практики,
створюючи базу для подальших наукових досліджень та розробки інноваційних
програмних продуктів.

Мета лабораторного практикуму з курсу «Програмна реалізація
чисельних методів» полягає у закріпленні теоретичних знань з чисельних
методів через їх практичне застосування в програмуванні та формуванні
навичок побудови ефективних обчислювальних алгоритмів. Студенти повинні
навчитися реалізовувати методи розв’язання систем лінійних і нелінійних
рівнянь, інтерполяції, апроксимації, чисельного диференціювання й
інтегрування, а також методів розв’язання диференціальних рівнянь у
середовищі сучасних мов програмування. Лабораторний практикум
спрямований на розвиток уміння аналізувати похибки обчислень, оцінювати
стійкість алгоритмів і застосовувати чисельні методи для моделювання
прикладних задач у науці та техніці.



ЛАБОРАТОРНА РОБОТА№1
ТЕМА: ТЕОРІЯ ПОХИБОК

ОФОРМЛЕННЯ:

Лабораторна робота: 1
Тема: Теорія похибок
Прізвище та ім’я:
Номер групи:
Варіант
Завдання 1 Гранична відносна похибка для х1:

Гранична відносна похибка для х2:
Точніша рівність для:

Завдання 2 а) у вузькому розумінні;
б) у широкому розумінні

Завдання 3 а) у вузькому розумінні:
Гранична абсолютна похибка
Гранична відносна похибка

б) у широкому розумінні
Гранична абсолютна похибка
Гранична відносна похибка

ЗАВДАННЯ:
1) Визначити, яка рівність точніша;
2) Округлити сумнівні цифри числа, залишивши вірні знаки: а) у вузькому
розумінні; б) у широкому розумінні;
3) Знайти граничні абсолютні та відносні похибки чисел, якщо вони мають
лише вірні цифри: а) у вузькому розумінні; б) у широкому розумінні.

№1. 1) ; .
2) а) 22.553 ( );
б) 2.8546; .

3) а) 0.2387; б) 42.884.

№2. 1) ; .
2) а) 6.4257 ( );
б) 17.2834; .

3) а) 3.751; б) 0.537.

№3. 1) ; .
2) а) 0.5748 ( );
б) 34.834; .

3) а) 11.445; б) 2.043.

№4. 1) ; .
2) а) 2.3485 ( );
б) 0.34484; .



3) а) 2.3445; б) 0.745.

№5. 1) ; .
2) а) 5.435 ( );
б) 10.8441; .

3) а) 8.345; б) 0.288.

№6. 1) ; .
2) а) 0.12356 ( );
б) 8.24163; .

3) а) 12.45; б) 3.4453.

№7. 1) ; .
2) а) 2.4543 ( );
б) 24.5643; .

3) а) 0.374; б) 4.348.

№8. 1) ; .
2) а) 8.3445 ( );
б) 23.574; .

3) а) 20.43; б) 0.576.

№9. 1) ; .
2) а) 3.7834 ( );
б) 21.68563; .

3) а) 41.72; б) 0.678.

№10. 1) ; .
2) а) 13.537 ( );
б) 7.521; .

3) а) 5.634; б) 0.0748.

№11. 1) ; .
2) а) 13.6253 ( );
б) 0.3567; .

3) а) 18.357; б) 2.16.

№12. 1) ; .
2) а) 1.784 ( );
б) 0.85637; .

3) а) 0.5746; б) 236.58.

№13. 1) ; .
2) а) 3.6878 ( );



б) 15.873; .
3) а) 14.862; б) 8.73.

№14. 1) ; .
2) а) 27.1548 ( );
б) 0.3945; .

3) а) 0.3648; б) 21.7.

№15. 1) ; .
2) а) 0.8647 ( );
б) 24.3618; .

3) а) 2.4516; б) 0.863.

№16. 1) ; .
2) а) 0.98351 ( );
б) 3.7542; .

3) а) 62.74; б) 0.389.

№17. 1) ; .
2) а) 5.6483 ( );
б) 83.736; .

3) а) 5.6432; б) 0.00858.

№18. 1) ; .
2) а) 32.7486 ( );
б) 2.8867; .

3) а) 0.0384; б) 63.745.

№19. 1) ; .
2) а) 4.88445 ( );
б) 0.096835; .

3) а) 12.688; б) 4.636.

№20. 1) ; .
2) а) 38.4258 ( );
б) 0.66385; .

3) а) 6.743; б) 0.543.

№21. 1) ; .
2) а) 0.39642 ( );
б) 46.453; .

3) а) 15.644; б) 6.125.

№22. 1) ; .
2) а) 0.66385 ( );



б) 5.8425; .
3) а) 0.3825; б) 24.6.

№23. 1) ; .
2) а) 0.75244 ( );
б) 24.3872; .

3) а) 16.383; б) 5.734.

№24. 1) ; .
2) а) 2.3684 ( );
б) 45.7832; .

3) а) 0.573; б) 3.6761.

№25. 1) ; .
2) а) 0.38725 ( );
б) 72.354; .

3) а) 18.275; б) 0.00644.

№26. 1) ; .
2) а) 0.36127 ( );
б) 46.7843; .

3) а) 3.425; б) 7.38.

№27. 1) ; .
2) а) 4.57633 ( );
б) 23.7564; .

3) а) 3.75; б) 6.8343.

№28. 1) ; .
2) а) 15.8372 ( );
б) 0.088748; .

3) а) 3.643; б) 72.385.

№29. 1) ; .
2) а) 13.5726 ( );
б) 3.87683; .

3) а) 26.3; б) 4.8556.

№30. 1) ; .
2) а) 0.66835 ( );
б) 23.3748; .

3) а) 43.813; б) 0.64



ЗРАЗОК ВИКОНАННЯ ЗАВДАНЬ:

Завдання: 1) Визначити, яка рівність точніша: чи

.
Розв’язання:

1) Знаходимо значення даних виразів із більшою кількістю десяткових
знаків, ніж наявні наближення:

,

.
Python:

Обчислюємо граничні абсолютні похибки, округляючи їх із
надлишком:

= ,

= .
Python:

Граничні відносні похибки становитимуть:

.
Python:

Оскільки , то рівність є більш точною.

Відповідь: Рівність точніша.



Завдання: 2) Округлити сумнівні цифри, залишивши вірні знаки: а)
числа 72.353 0.026 у вузькому розумінні; б) числа 2.3544; δ=0.2% у
широкому розумінні;

Розв’язання:
а) Нехай 72.353 0.026 = х.
Проведемо порівняння для абсолютної похибки 0.026
0.026<0.5
0.026<0.05
0.026>0.005
За умовою ∆x = 0.026<0.05. Отже, у вузькому розумінні обираємо наступні

розряди: 0.05.
Це означає, що у числі 72.353 вірними у вузькому розумінні є три цифри 7,

2, 3.
За правилом округлення знайдемо наближене значення числа:
x* = 72.4.

б) Нехай х=2.3544; =0.2%.
Обчислимо абсолютну похибку .
0.00471< 0.1
0.00471<0.01
0.00471>0.001

. Отже, у широкому розумінні обираємо наступні розряди: 0.01.
Це означає, що у числі 2.3544 вірними у широкому розумінні є три цифри, тому
округлюємо його, залишаючи ці три цифри: х*=2.35.

Завдання: 3) Обчислити значення X та визначити абсолютну та відносну
похибку результату

Розв’язання:

Заповнимо таблицю в Excel згідно вказаних даних



Обчислимо відносні похибки за формулою

Розіб’ємо формули на окремі операції

Проводимо обчислення в кожному рядку наступним чином:
1. Обчислюємо результат виконання операції

2. Згідно похибок арифметичних операцій для операції додавання a+b
необхідно спочатку обчислити абсолютну похибку, та використати її для
другого обчислення - обчислення відносної похибки



3. Для наступного рядка при обчисленні добутку згідно таблиці перше
обчислення повинно бути - відносна похибка, а вже за її допомогою абсолютна

4. Завершити всі обчислення

Завдання: 4) Обчислити, користуючись правилом підрахунку цифр
Правила підрахунку цифр

1) При додаванні та відніманні в результаті слід зберегти стільки знаків після
коми, скільки їх має наближене значення з найменшою кількістю таких
знаків:

9,3025,744,02,23247,7442,02,23  .



2) При множенні та діленні в результаті слід зберегти стільки значущих цифр,
скільки їх має наближене значення з найменшою кількістю значущих цифр:

9,56856,5684,19,308367,19,30  .
6,23609,2341,2:9,56412,2:9,56  .

3) При піднесенні до степеня в результаті слід зберегти стільки значущих цифр,
скільки їх має наближене число, яке підноситься до степеня:

9,1295044,12938,11 2  .
4) При добуванні коренів у результаті слід зберегти стільки значущих цифр,

скільки їх має підкореневе число:
72,1724,197,2  .

5) При визначенні логарифма наближеного числа треба брати стільки
значущих цифр, скільки їх має число, від якого знаходять логарифм:

888,18878,1)23,77lg(  .
6) Якщо серед чисел, над якими виконується математична дія, є точні числа, то

кількість значущих цифр цих чисел при заокругленні результату не береться
до уваги:

57,12/14,32/  .
7) Всі обчислення проміжних результатів слід виконувати з кількістю

значущих цифр на одиницю більшою, ніж отримано при вимірах. В
остаточному результаті ця зайва цифра відкидається.

Обчислити значення (а - b)*с2/(a+b) якщо а ≈ 9,31, b ≈ 3,1, с ≈ 2,33.
Розв’язання:

а - b = 9,31 - 3,1 = 6,21 (згідно пункту 1 і 7);
с2= 2,332= 5 ,4289 ≈ 5,43 (згідно пункту 3)
( а - b ) с2 = 6,21 · 5,43 = 33,7203 ≈ 33,7 (згідно пункту 2);
а + b = 9,31 + 3,1 = 12,4 (згідно пункту 1);
х = 14,5 : 33,7 = 0,430267 ≈ 0,43 (згідно пункту 2 і 7).
Відповідь: х ≈ 0,43.



ЛАБОРАТОРНА РОБОТА№2
ТЕМА: НАБЛИЖЕНЕ РОЗВ’ЯЗАННЯ НЕЛІНІЙНИХ РІВНЯНЬ

ОФОРМЛЕННЯ:

Лабораторна робота: 2
тема: Наближене розв’язання нелінійних рівнянь
Прізвище та ім’я:
Номер групи:
Варіант
Відокремлення коренів (графік)

Інтервал a = b =

Уточнення кореня методом половинного ділення
Програмна реалізація Значення кореня =

Кількість ітерацій=
Обчислювальна
перевірка

Значення кореня =

Уточнення кореня методом дотичних
Нерухома точка =
Значення кореня =
Кількість кроків =

ЗАВДАННЯ:

Розв’язати нелінійне алгебраїчне рівняння f(x)=0 з точністю до 0.001.
1. Відокремлення коренів виконати графічно.
2. (два методи) Уточнення коренів провести методом половинного ділення та
методом Ньютона (дотичних).

Ва р . Рівняння Ва р . Рівняння
1 01025.189 234  xххх 2 4 3 23 4 12 5 0x x x   
3 4 3 26 4 10 0х x x х     4 01784 234  ххх
5 0725.145.4 234  xххх 6 072486 234  ххх
7 4 3 22 2 6 5 0х x х x     8 0912 34  хх
9 4 3 26 4 10 0х x х x     10 071084  хх
11 4 3 23 2 5 0х x x х     12 0236129 234  ххх
13 05243 234  xххх 14 014243 234  xxxx
15 035103 234  xххх 16 056422 234  xххх



17 093244 234  xххх 18 011682 234  ххх
19 035103 234  xххх 20 019644 234  xххх
21 03243 234  xххх 22 03622 234  xххх
23 4 3 22 4 3 6 0x x x x     24 0423 234  xххх
25 4 3 26 4 7 0х x x х     26 011243 234  ххх
27 01622 234  xххх 28 01243 234  xххх
29 4 3 22 4 3 1 0x x x x     30 0144  xх

ЗРАЗОК ВИКОНАННЯ ЗАВДАНЬ:
Розв’язання:
Завдання 1. Відокремлення коренів рівняння проводимо графічно

(оберіть один з вказаних способів).
Приклад показано для функції f(x)=x3−2.002x2+1.277x− 0.240
https://www.codabrainy.com/en/python-compiler/
Або
https://www.tutorialspoint.com/execute_matplotlib_online.php
Або
https://www.mycompiler.io/new/python

Код побудови:
import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

x = np.arange(-100, 100, 0.1)
plt.plot(x, x**3-2.002*x**2+1.277*x-0.24)
plt.axhline(y=0)
plt.show()
Значення проміжків змінити на менші для відокремлення одного кореня.

Оберіть межі проміжку [a; b] (b-a<1) та впишіть у результуючу таблицю.

Завдання 2. Корінь з проміжку [a, b] уточнимо методом половинного
ділення.

https://www.codabrainy.com/en/python-compiler/
https://www.tutorialspoint.com/execute_matplotlib_online.php
https://www.mycompiler.io/new/python


Зверніть увагу яку точність необхідно для Вашої задачі.
Приклад показано для точності 0,001 та функції

f(x)=x3−2.002x2+1.277x− 0.240 на проміжку [0, 0.5]

У програмній реалізації задати обчислення кількості проходження циклу,
що необхідні були для обчислення результату:



2 спосіб. Обчислювальна перевірка. Excel

проміжок [0.3; 0.35]

приймає значення
різних знаків на
кінцях відрізка

- +

Обчислення
точності та
порівняння
з 0.001

Пошук точки поділу та
значення функції в цій точці

f(a) i f(c) однакового
знаку, отже, на
наступному кроці
замість точки “а” буде
значення точки “с”



Завдання 3. уточнити корінь на обраному проміжку методом Ньютона
(дотичних)

Практична реалізація
Визначення рухомої точки

1. Обчислити значення функції в точках a, b
2. Знайти першу похідну. Обчислити значення першої похідної в точках a, b
3. Знайти другу похідну. Обчислити значення другої похідної в точках a, b
4. Обрати нерухому точку (Якщо знак функції на кінці відрізку співпадає зі
знаком другої похідної, то цей кінець відрізка є рухомим)

ПРИКЛАД: Функція f(x)=x3−2.002x2+1.277x− 0.240 проміжок [0.3; 0.35]
1. Обчислити значення функції в точках a, b

f(a)=f(0.3)=-0,0108<0
f(b)=f(0.35)=0,00458>0
2. Знайти першу похідну. Обчислити значення першої похідної в точках a, b

d1(x)= 3x2−4.004x+1.277
d1(a)=d1(0.3)=0.3458>0
d1(b)=d1(0.35)=0,2431>0
3. Знайти другу похідну. Обчислити значення другої похідної в точках a, b

d2(x)= 6x−4.004
d2(a)=d2(0.3)=-2.204<0
d2(b)=d2(0.3)=-1.904<0

4. Обрати нерухому точку
Оскільки f(a)*d2(a)>0, то a- рухомий кінець х0=а.

1 спосіб. створити програму реалізації методу на основі блок-схеми



2 спосіб.

Обчислення
точності та
порівняння
з 0.001



ЛАБОРАТОРНА РОБОТА№3
ТЕМА: НАБЛИЖЕНИЙ РОЗВ’ЯЗОК СИСТЕМ ЛІНІЙНИХ

АЛГЕБРАЇЧНИХ РІВНЯНЬ

ОФОРМЛЕННЯ:

Лабораторна робота: 3
Тема: Наближений розв’язок систем

лінійних алгебраїчних рівнянь
Прізвище та ім’я:
Номер групи:
Варіант
Завдання 1

Точні методи розв’язування СЛАР :
Через вбудовану функцію X1=

X2=
X3=

Результат матричним способом X1=
X2=
X3=

Результат методом Крамера X1=
X2=
X3=

Завдання 2 метод простої ітерації:
розв’язок X1=

X2=
X3=

кількість кроків ітерації
Завдання 3 метод Зейделя:

розв’язок X1=
X2=
X3=

кількість кроків ітерації

ЗАВДАННЯ:
Знайти для системи лінійних рівнянь розв'язки:
X1 X2 X3 B

54+K 15 -17 40
34 63+K 30 75
17 -64 78+K 34

K - номер варіанту
точність 0,001
1. Точними (прямими методами)
2. Методом простої ітерації
3. Методом Зейделя



ЗРАЗОК РОЗВ’ЯЗАННЯ ЗАВДАНЬ:

Розв'язати систему рівнянь прямими методами:















20408,004,0
915,0309,0
808,024,04

321

321

321

xxx
xxx
xxx

ТОЧНІ МЕТОДИ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ СЛАР :
1 СПОСІБ. ЧЕРЕЗ ВБУДОВАНУ ФУНКЦІЮ
https://www.tutorialspoint.com/execute_numpy_online.php
Або
https://onecompiler.com/python/425thaup3

import numpy as np
# коефіцієнти системи
a = np.matrix([
[4, 0.24, -0.08],
[0.09, 3, -0.15],
[0.04, -0.08, 4]

])
# права частина
b = [8, 9, 20]

# 1 спосіб - через функцію
x1 = np.linalg.solve(a,b)
print(f'{x1=}')

2 СПОСІБ. ЧЕРЕЗ ОБЕРНЕНУ МАТРИЦЮ

# 2 спосіб - метод оберненої матриці
x2 = np.linalg.inv(a).dot(b)
print(f'{x2=}')

3 СПОСІБ. МЕТОД КРАМЕРА

Формування матриці з підставленими вільними членами
d = np.linalg.det(a)
a1 = np.matrix([
[8, 0.24, -0.08],
[9, 3, -0.15],
[20, -0.08, 4]

])
d1 = np.linalg.det(a1)
print('перший корінь=',d1/d)
... другий корінь
... третій корінь

https://www.tutorialspoint.com/execute_numpy_online.php
https://onecompiler.com/python/425thaup3


Або задати через цикли алгоритм підстановки елементів у відповідні позиції

Розв'язати рівняння наближеними методами:
- метод простої ітерації:















20408,004,0
915,0309,0
808,024,04

321

321

321

xxx
xxx
xxx

(7)

Зведемо систему до нормального вигляду
Залишимо з одного боку в першому рівнянні х1, в другому х2, в третьому х3,

всі інші елементи перенесемо в іншу сторону.















213

312

321

08,004,0204
15,009,093
08,024,084

xxx
xxx
xxx

Зробимо біля х1, х2, х3 коефіцієнт одиницю, поділивши кожне з рівнянь на
відповідне число. Отримаємо















213

312

321

02,001,05
05,003,03
02,006,02

xxx
xxx
xxx

, (8)

або в матричній формі








































































3

2

1

3

2

1

002,001,0
05,0003,0
02,006,00

5
3
2

x
x
x

x
x
x

(9)

За нульові наближення коренів системи приймаємо
х1(0)= 2; х2(0)= 3; х3(0)= 5.



Підставляємо ці значення в праві частини рівняння (8). Одержимо перші
наближення коренів

х1(1)= 2 – 0,06*3 + 0,02*5 = 1,92;
х2(1)= 3 – 0,03*2 + 0,05*5 = 3,19;

х3(1)= 5 – 0,01*2 + 0,02*3 = 5,04.
Далі знаходимо другі і треті наближення коренів

х1(2)= 1,9094; х2(2)= 3,1944; х3(2)= 5,0446,

х1(3)= 1,9023; х2(3)= 3,19495; х3(3)= 5,04485.

Таким чином ,
)(

1

)1( αβ k
jij

n

j
i

k
i xx 



  , ( ni ,1 ) – метод простої

ітерації.

0 наближення 2 3 5
1 наближення 1,92 3,19 5,04
2 наближення 1,9094 3,1944 5,0446
3 наближення 1,90923 3,19495 5,04479
4 наближення 1,909199 3,194963 5,044807

ВИКОНАННЯ
Розпочнемо з перетвореної системи, яка утворилась при переході початкової до
нормального вигляду















213

312

321

02,001,05
05,003,03
02,006,02

xxx
xxx
xxx

Згідно неї задамо початкове нульове наближення

Обчислимо перше наближення зі системи (8)

321 02,006,02 xxx 

xxx 05,003,03 12 



213 02,001,05 xxx 

Наступні наближення скопіювати в рядках та обчислити похибки

Для похибки меншої ніж 0,001 необхідно взяти чотири наближення (від 0 до 3)

- метод Зейделя:















20408,004,0
915,0309,0
808,024,04

321

321

321

xxx
xxx
xxx

(10)

Зведемо систему до нормального вигляду















213

312

321

02,001,05
05,003,03
02,006,02

xxx
xxx
xxx

(11)

Нульове наближення таке ж як при простій ітерації
За нульові наближення коренів системи приймаємо

х1(0)= 2; х2(0)= 3; х3(0)= 5.
Підставляємо ці значення в праві частини тільки першого рівняння (11).

Одержимо перше наближення кореня х1(1)
х1(1)= 2 – 0,06*3 + 0,02*5 = 1,92;

В друге рівняння замість х1 вже підставимо нове знайдене значення х1(1), а
замість х3 підставимо значення з нульового наближення х3(0)

х2(1)= 3 – 0,03*1,92 + 0,05*5 = 3,1924;
В третє рівняння замість х1 і х2 вже підставимо нове знайдені значення х1(1)

х2(1)
х3(1)= 5 – 0,01*1,92 + 0,02*3,1924 = .

Далі знаходимо другі і треті наближення коренів



х1(2)= 1,90939; х2(2)= 3,194951; х3(2)= 5,04481,

0 наближення 2 3 5
1 наближення 1,92 3,1924
2 наближення 1,90939 3,194951 5,04481
3 наближення 1,90920 3,19496 5,04481

ВИКОНАННЯ
Розпочнемо з перетвореної системи, яка утворилась при переході початкової до
нормального вигляду















213

312

321

02,001,05
05,003,03
02,006,02

xxx
xxx
xxx

Згідно неї задамо початкове нульове наближення так само як в простій ітерації

Обчислимо перше наближення

321 02,006,02 xxx 
Перше наближення для x1 буде таким самим як для простої ітерації

Для х2 вже буде використовуватись перше наближення х1 (нове) та нульову
наближення х3 (старе)

Для х3 вже будуть використовуватись перші наближення х1 (нове) та х2 (нове)

Похибки обчислюються аналогічно



Для похибки меншої ніж 0,001 необхідно взяти від чотири наближення



ЛАБОРАТОРНА РОБОТА№4
ТЕМА: ІНТЕРПОЛЯЦІЯ. ЕКСТРАПОЛЯЦІЯ. АПРОКСИМАЦІЯ

ОФОРМЛЕННЯ:

Лабораторна робота: 4
Тема: Інтерполяція. Екстраполяція. Апроксимація
Прізвище та ім’я:
Номер групи:
Варіант
Крок 1: Лінійна
інтерполяція

діаграма рівняння

Крок 2:
Квадратична
інтерполяція

діаграма рівняння

Крок 3: Поліном
Лагранжа

діаграма рівняння

Збірна всіх типів:

зображення

Крок 4:
Апроксимація Тип Величина достовірності

апроксимації R2

лінійна
параболічна
кубічна

Крок 5: Значення
функції у заданих
точках

Інтерполяція
Задані точки
Значення
функції

Екстраполяція
Задані точки
Значення
функції

Функція Лагранжа Код або формула

ЗАВДАННЯ:
Побудувати інтерполяційний багаточлен Лагранжа )(xLn для функції  xf ,
що задана таблицею, та обчислити значення функції у заданих точках.



Варіант Задана таблиця значень функції Задані точки

№1 ix -2 -1 0 1 -3 -1,5 0,5 1,5
 ixf -7 4 1 2 ? ? ? ?

№2 ix -1 0 2 3 -0,5 0,5 1,5 2,5
 ixf -16 -7 -1 20 ? ? ? ?

№3 ix -2 -1 1 2 -0,5 0,5 1,5 2,5
 ixf -26 -5 1 10 ? ? ? ?

№4 ix -1 0 1 2 -0,5 0,5 1,5 2,5
 ixf -20 -5 6 25 ? ? ? ?

№5 ix -2 -1 2 3 -1,5 -0,5 1,5 2,5
 ixf -22 -10 -10 -2 ? ? ? ?

№6 ix -2 0 1 2 -1,5 -0,5 0,5 2,5
 ixf -11 -3 -11 5 ? ? ? ?

№7 ix -3 -2 1 3 -1,5 0,5 1,5 2
 ixf -4 19 -8 14 ? ? ? ?

№8 ix -3 -2 0 2 -4 -1,5 -1 1,5
 ixf -22 -13 -7 23 ? ? ? ?

№9 ix -2 0 1 2 -1,5 -1 -0,5 1,5
 ixf 30 -4 3 18 ? ? ? ?

№10 ix -1 0 1 5 -0,5 2 3 4,5
 ixf 11 4 7 -1 ? ? ? ?

№11 ix -1 0 1 3 -0,5 1,5 2 2,5

 ixf 1 -8 -3 25 ? ? ? ?

№12 ix -1 0 1 2 -2 -0,5 0,5 1,5

 ixf 5 -11 -3 23 ? ? ? ?

№13 ix -4 -3 0 1 -2 -0,5 0,5 2

 ixf -7 10 -11 -22 ? ? ? ?

№14 ix -4 0 3 4 -3 -2 2 3,5

 ixf -15 -11 -8 25 ? ? ? ?

№15 ix -4 -3 -1 3 -3,5 -2 1,5 2

 ixf -15 5 3 -1 ? ? ? ?

№16 ix -3 -1 0 2 -2,5 -2 -0,5 1

 ixf 5 3 -7 -15 ? ? ? ?

№17 ix -4 -2 0 3 -3,5 -3 -0,5 2

 ixf -18 8 -6 3 ? ? ? ?



№18 ix -3 -1 1 2 -4 -2 -1,5 0,5

 ixf 3 3 -13 -12 ? ? ? ?

№19 ix -4 -1 1 2 -3 -2 -0,5 2,5

 ixf -6 3 -11 -6 ? ? ? ?

№20 ix -3 -2 0 3 -4 -1,5 2 2,5

 ixf 9 10 -6 15 ? ? ? ?

№21 ix -4 -2 1 3 -3 -1 0,5 2,5

 ixf -8 10 -8 20 ? ? ? ?

№22 ix -3 -1 0 2 -2 -1,5 -0,5 1

 ixf 8 4 -4 -2 ? ? ? ?

№23 ix -2 0 2 4 -1,5 -1 3 3,5

 ixf -5 1 -9 13 ? ? ? ?

№24 ix -2 -1 0 3 -1,5 -0,5 1 2

 ixf -4 3 2 11 ? ? ? ?

№25 ix -3 -2 0 2 -2,5 -1 1,5 3

 ixf -13 3 5 7 ? ? ? ?

№26 ix -2 0 2 3 -1,5 -1 0,5 1,5

 ixf -5 7 11 25 ? ? ? ?

№27 ix -2 1 2 3 -3 -1 0,5 1,5

 ixf 11 -4 -1 26 ? ? ? ?

№28 ix -3 -1 0 2 -2 -1,5 -0,5 1

 ixf -16 14 5 -1 ? ? ? ?

№29 ix -4 -2 0 1 -3 -1,5 -1 1,5

 ixf -6 4 -2 4 ? ? ? ?

№30 ix -3 -2 -1 0 -4 -3,5 0,5 1

 ixf 4 4 0 -2 ? ? ? ?

ЗРАЗОК ВИКОНАННЯ ЗАВДАНЬ:
Формуємо таблицю даних Вашого варіанту

КРОК 1: ЛІНІЙНА ІНТЕРПОЛЯЦІЯ
1. Оберіть дві перші точки та побудуйте точковий графік для них



2. Змінити область для осі абсцис: права кнопка на будь-якому числовому
значенні з осі абсцис - команда Формат осі

3. Задати мінімальне та максимальне значення для х з усієї Вашої початкової
таблиці (у варіанті 29 мінімум -4, максимум 1). крок задайте 1

4. У діаграмі показано дві точки даних. Клацнути правою кнопкою на одній з
цих двох точок і додати лінію тренда.

5. Тип обрати лінійний

6. Тут же задати відображення рівняння тренду



7. Задати заголовок для діаграми “Лінійна інтерполяція”
8. Діаграму скопіювати в таблицю оформлення результатів та занести туди
рівняння (у даному варіанті y=5x+14)

КРОК 2: КВАДРАТИЧНА ІНТЕРПОЛЯЦІЯ
9. Обираємо три перші точки та будуємо точковий графік для них

10. Так само задати мінімальне та максимальне значення для х з Вашої
початкової таблиці (у варіанті 29 мінімум -4, максимум 1). крок задайте 1
11. Додати лінію тренда. Задати поліноміальний тип зі степенем 2 і
відображення рівняння

12. Задати заголовок. Скопіювати діаграму і рівняння у таблицю результатів



КРОК 3: ПОЛІНОМ ЛАГРАНЖА
13. Обираємо всі точки та будуємо точковий графік для даних таблиці
14. Так само задати мінімальне та максимальне значення для х з Вашої
початкової таблиці (у варіанті 29 мінімум -4, максимум 1). крок задайте 1
15. Додати лінію тренда. Задати поліноміальний зі степенем 3 (кількість точок 4,
то степінь має бути 4-1=3) і відображення рівняння
16. Задати заголовок. Скопіювати діаграму і рівняння у таблицю результатів

Збірна всіх типів
https://www.tutorialspoint.com/execute_matplotlib_online.php

https://www.codabrainy.com/en/python-compiler/

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
import scipy. interpolate

x =[-4, -2, 0, 1]
y = [-6, 4, -2, 4]
plt.plot (x, y, 'o', color='black', markersize=10)

int = np.linspace(-4, 1, 50)

https://www.tutorialspoint.com/execute_matplotlib_online.php
https://www.codabrainy.com/en/python-compiler/


y_linear = scipy. interpolate.interp1d (x, y)

y_quadratic = scipy. interpolate.interp1d (x, y, kind='quadratic')

y_cubic = scipy. interpolate.interp1d (x, y, kind='cubic')

plt.plot (int, y_linear(int), color='red')
plt.plot (int, y_quadratic(int), color='green')
plt.plot (int, y_cubic(int), color='blue')

plt.show()

КРОК 4: АПРОКСИМАЦІЯ

17. Excel (продовження) Обираємо всі точки та будуємо точковий графік для
даних таблиці
18. Так само задати мінімальне та максимальне значення для х з Вашої
початкової таблиці (у варіанті 29 мінімум -4, максимум 1). крок задайте 1
19. Додати лінію тренда. Обрати тип лінійний та відображення величини
достовірності апроксимації R^2 (наскільки лінія відповідає даним)



20. Дані R2 занести в таблицю результатів.
21. Додати лінію тренду та вказати поліноміальний тип зі степенем 2 і величину
достовірності апроксимації. Дані R2 занести в таблицю результатів.
22. Додати лінію тренду та вказати поліноміальний тип зі степенем 3 і величину
достовірності апроксимації. Дані R2 занести в таблицю результатів.

Тип Величина достовірності
апроксимації R2

лінійна R2=0.3766
параболічна R2=0.4975
кубічна R2=1

Крок 5 Побудувати інтерполяційний багаточлен Лагранжа  xLn . Знайти
значення функції у заданих точках згідно вашого варіанту

Розв’язання:



Написати програму в будь-якій мові програмування на основі поданої блок-
схеми та обчислити значення в точках

Наприклад:
x = [-4, -2, 0, 1]
y = [-6, 4, -2, 4]
x0 = float(input('введіть значення'))
s = 0
for i in range(4):
...

print(f'результат для {x} = {s}')

Розділити точки інтерполяції та екстраполяції.
(Задача екстраполяції - знаходження значення функції для аргументу який
знаходитися за межами таблиці визначення функції).

Другий спосіб (перевірка):
Створити програмку, задавши функцію



1 2 3
3 0

0 1 0 2 0 3

( )( )( )( )
( )( )( )
x x x x x xL x y
x x x x x x
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   +

0 2 3
1

1 0 1 2 1 3

( )( )( )
( )( )( )
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x x x x x x
  
   +

+

0 1 3
2

2 0 2 1 2 3

( )( )( )
( )( )( )
x x x x x x y
x x x x x x

  
   +

0 1 2
3

3 0 3 1 3 2

( )( )( )
( )( )( )
x x x x x x y
x x x x x x

  
   .

Та підставити значення

Визначити функцію через параметри або задати їх вручну

def lagrande(x):
return (x-(-2))*(x-0)*(x-1)*(-6)/((-4-(-2))*(-4-0)*(-4-1))+(x-(-4))*(x-0)*(x-1)*4/((-

2-(-4))*(-2-0)*(-2-1))+(x-(-4))*(x-(-2))*(x-1)*(-2)/((0-(-4))*(0-(-2))*(0-1))+(x-(-
4))*(x-(-2))*(x-0)*4/((1-(-4))*(1-(-2))*(1-0))

print(lagrande(-3))
print(lagrande(2))



ЛАБОРАТОРНА РОБОТА№5
ТЕМА: ІНТЕРПОЛЯЦІЙНИЙ ПОЛІНОМ НЬЮТОНА

ОФОРМЛЕННЯ:

Лабораторна робота: 5
Тема: Інтерполяційний поліном Ньютона
Прізвище та ім’я:
Номер групи:

Варіант
Завдання 1 спосіб За допомогою Excel

f(x1)=
f(x2)=

2 спосіб Програмна реалізація
f(x1)=
f(x2)=

ЗАВДАННЯ.
Обчислити значення функцій заданих таблично поза та в проміжку
інтерполювання за допомогою інтерполяційного полінома Ньютона

Варіант Задана таблиця значень функції Задані точки
x1 x2

№1 ix -2 -1 0 1 2 -2,5 3

 ixf -4 3 2 11 6 ? ?

№2 ix -3 -2 -1 0 1 -3,5 0,5

 ixf -13 3 5 7 -1 ? ?

№3 ix -2 0 2 4 6 -0,5 5

 ixf -5 7 11 25 7 ? ?

№4 ix 0 1 2 3 4 0,5 4,5

 ixf 11 -4 -1 26 10 ? ?

№5 ix -3 -1 1 3 5 -2 4

 ixf -16 14 5 -1 3 ? ?

№6 ix -4 -2 0 2 4 -5 3,5

 ixf -6 4 -2 4 6 ? ?

№7 ix -3 -2 -1 0 1 -3,5 2

 ixf 4 4 0 -2 3 ? ?

№8 ix -3 -1 1 3 5 -2,5 2,5

 ixf 3 3 -13 -12 -5 ? ?

№9 ix -2 1 4 7 10 -5 9

 ixf -6 3 -11 -6 0 ? ?



№10 ix -3 -2 -1 0 1 -2,5 1,5

 ixf 9 10 -6 15 6 ? ?

№11 ix -2 -1 0 1 2 -1,5 2,5
 ixf -26 -5 1 10 4 ? ?

№12 ix -1 0 1 2 3 -1,5 2,5
 ixf -20 -5 6 25 10 ? ?

№13 ix -2 -1 0 1 2 -1,5 2,5
 ixf -22 -10 -10 -2 2 ? ?

№14 ix -1 0 1 2 3 -2 3,5
 ixf 11 4 7 -1 -4 ? ?

№15 ix -2 0 2 4 6 -1 6,5

 ixf 1 -8 -3 25 13 ? ?

№16 ix -3 0 3 6 9 -2 7

 ixf 5 -11 -3 23 19 ? ?

№17 ix -4 -3 -2 -1 0 -4,5 1

 ixf -7 10 -11 -22 -4 ? ?

№18 ix -2 -1 0 1 2 -2,5 1,5
 ixf -7 4 1 2 6 ? ?

№19 ix -1 0 1 2 3 -1,5 2,5
 ixf -16 -7 -1 20 13 ? ?

№20 ix -2 0 2 4 6 -0,5 4,5
 ixf -11 -3 -11 5 8 ? ?

№21 ix -3 -2 -1 0 1 -3,5 2
 ixf -4 19 -8 14 5 ? ?

№22 ix -3 -2 -1 0 1 -4 1,5
 ixf -22 -13 -7 23 11 ? ?

№23 ix -2 0 2 4 6 -1,5 7
 ixf 30 -4 3 18 7 ? ?

№24 ix -4 0 4 8 12 -2 13

 ixf -15 -11 -8 25 10 ? ?

№25 ix -4 -3 -2 -1 0 -2,5 1

 ixf -15 5 3 -1 4 ? ?

№26 ix -3 -1 1 3 5 -2,5 4

 ixf 5 3 -7 -15 -6 ? ?

№27 ix -4 -2 0 2 4 -3,5 3

 ixf -18 8 -6 3 6 ? ?



№28 ix -4 -2 0 2 4 -4,5 2,5

 ixf -8 10 -8 20 4 ? ?

№29 ix -3 -1 1 3 5 -2,5 4

 ixf 8 4 -4 -2 6 ? ?

№30 ix -2 0 2 4 6 -3 5,5

 ixf -5 1 -9 13 10 ? ?

ЗРАЗОК ВИКОНАННЯ ЗАВДАНЬ:

ІНТЕРПОЛЯЦІЙНИЙ ПОЛІНОМ НЬЮТОНА

1 СПОСІБ

Нехай дана таблично функція

Завдання: знайти значення функції в точці х=-3
Якщо знаходиться х близько до x0, до початку проміжку, то

використовують першу інтерполяційну формулу Ньютона:

де
h
xxq 0

 , h - крок інтерполювання (xi+1-xi)

1. Задамо крок h (в даному випадку xi+1-xi=2)

2. Обчислимо q для нашого шуканого х: 5,0
2

)2(30 






h
xxq

3. Складемо таблицю скінченних різниць:
A) Ввести дані умови не в рядок, а в стовпчик



B) Знайдемо скінченну різницю першого порядку

Обчислити стовпчик на одне значення менше ніж кількість точок (в
даному випадку 4 клітинки)

C) Знайдемо скінченну різницю другого порядку

Обчислити стовпчик на одне значення менше ніж кількість точок

D) Так само обчислюємо наступні скінченні різниці

4. Оскільки для шуканого x=-3 з двох крайніх точок х0 та х4 нам ближче
значення х0, то в формулі будуть брати участь значення скінченних різницях,
що обчислені для у0 (зелений колір)



5. Формула матиме вигляд

0
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2

00 !4
)3)(2)(1(
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)1()( yqqqqyqqqyqqyqyxP 










Знайдемо ці п’ять доданків:

- перший 0y

- другий 0yq

- третій
0

2

!2
)1( yqq




Та наступні
0

3

!3
)2)(1( yqqq



0

4

!4
)3)(2)(1( yqqqq




:

Обчислені значення просумуємо



Відповідь заносимо в таблицю результатів.

Завдання: знайти значення функції в точці х=5,5
Якщо значення x знаходиться близько біля xn , то будують другу

інтерполяційну формулу Ньютона, що має вигляд:

де
h
xxq n

 , h - крок інтерполювання (xi+1-xi)

6. Задамо крок h (в даному випадку xi+1-xi=2) (- крок не змінився)

7. Обчислимо q для нашого шуканого х: 25,0
2
65,5








h
xxq n

8. Таблиця скінченних різниць буде така сама:

9. Друга інтерполяційна формула Ньютона для даного випадку набуде вигляду
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10.Отже для обчислень необхідно з таблиці скінченних різниць обрати останні
значення в стовпцях (синій колір)

Обчислимо доданки:
- перший 4y

- другий 3yq



Наступні
2

2
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

:

Додамо отримані доданки

Відповідь заносимо в таблицю результатів

2 СПОСІБ

Перевірити отриманні результати через програмну реалізацію:
https://www.tutorialspoint.com/execute_numpy_online.php

https://www.tutorialspoint.com/execute_numpy_online.php


X = [-2, 0, 2, 4, 6]
Y = [5, 2 ,-4, 3, 0]
x = -3
n = 5
X1 = Y.copy()
delta = [0]*5
delta[0]=X1[0]
for i in range(n-1):
for j in range(n-1-i):

...

print(f"Результат для точки {x}= {S}")



ЛАБОРАТОРНА РОБОТА№6
ТЕМА: ЧИСЛОВЕ ДИФЕРЕНЦІЮВАННЯ

ОФОРМЛЕННЯ:

Лабораторна робота: 6
Тема: ЧИСЛОВЕ ДИФЕРЕНЦІЮВАННЯ
Прізвище та ім’я:
Номер групи:
Варіант
Частина 1.
Формула Лагранжа =

=
Частина 2.
Формула Ньютона

x1= x2=

= =

= =

ЗАВДАННЯ:
Для функцій, що задані таблично, обчислити похідну першого та другого
порядку в точках, використовуючи інтерполяційні поліноми Ньютона та
Лагранжа.

Частина 1. Формула Лагранжа
Знайдемо першу та другу похідні функції, заданої таблично, в точці х=6+n,
використовуючи інтерполяційний поліном Лагранжа.

x 3+n 5+n 7+n 9+n
y 2*n 15 3*n n+10
n - номер варіанту

Частина 2. Формула Ньютона
Знайдемо першу та другу похідні функції, заданої таблично, в точках,
використовуючи інтерполяційний поліном Ньютона.

x1 x2
Варіант 1 Таблиця 1 0.116 0.133
Варіант 2 Таблиця 1 0.114 0.136
Варіант 3 Таблиця 1 0.117 0.137
Варіант 4 Таблиця 1 0.119 0.134
Варіант 5 Таблиця 1 0.113 0.132
Варіант 6 Таблиця 1 0.118 0.131
Варіант 7 Таблиця 1 0.112 0.137
Варіант 8 Таблиця 1 0.116 0.132
Варіант 9 Таблиця 1 0.119 0.136
Варіант 10 Таблиця 1 0.113 0.131



Таблиця 1.
хі 0.115 0.120 0.125 0.130 0.135
уі 8.65729 + n/2 8.29329 7.95829 7.64893 7.36235-n/3

x1 x2
Варіант 11 Таблиця 2 0.151 0.173
Варіант 12 Таблиця 2 0.152 0.166
Варіант 13 Таблиця 2 0.149 0.167
Варіант 14 Таблиця 2 0.148 0.174
Варіант 15 Таблиця 2 0.153 0.172
Варіант 16 Таблиця 2 0.148 0.171
Варіант 17 Таблиця 2 0.152 0.167
Варіант 18 Таблиця 2 0.146 0.172
Варіант 19 Таблиця 2 0.149 0.166
Варіант 20 Таблиця 2 0.153 0.171

Таблиця 2.
xi 0.150 0.155 0.160 0.165 0.170
yі 6.61659 6.39989 +n/2 6.19658 6.00551+n/3 5.82558

x1 x2
Варіант 21 Таблиця 3 2.44 3.19
Варіант 22 Таблиця 3 2.39 3.21
Варіант 23 Таблиця 3 2.41 3.25
Варіант 24 Таблиця 3 2.45 3.18
Варіант 25 Таблиця 3 2.38 3.235
Варіант 26 Таблиця 3 2.391 3.185
Варіант 27 Таблиця 3 2.47 3.15
Варіант 28 Таблиця 3 2.46 3.27
Варіант 29 Таблиця 3 2.37 3.14
Варіант 30 Таблиця 3 2.36 3.24

Таблиця 3.
xi 2.4 2.6 2.8 3.0 3.2
yі 3.526 3.782 3.945+n/3 4.043 4.104+n/2

ЗРАЗОК ВИКОНАННЯ ЗАВДАНЬ:
Частина 1. Наближене диференціювання, що ґрунтується на

інтерполяційному поліномі Лагранжа.

РОЗВ’ЯЗАННЯ
Нехай таблиця має вигляд

x0 x1 x2 x3
x 3 5 7 9
y 0 15 0 10

y0 y1 y2 y3



Точка, в якій шукаємо похідну х=6

1. Обчислимо крок . В даному випадку h=2
2. Обчислимо q:

q=(6-3)/2=1.5
3. Використаємо формули похідних першого та другого порядку для формули

полінома Лагранжа

На будь-якій мові програмування записати код обчислення значення двох
функцій згідно вказаних вище формул та значень зі свого варіанту.
Записати отримані результати в таблицю

Частина 2. Наближене диференціювання, що ґрунтується на
інтерполяційному поліномі Ньютона

РОЗВ’ЯЗАННЯ
Для наближеного обчислення похідної в точці, що розташована ближче до

початку проміжку, краще скористатися першою інтерполяційною
формулою Ньютона.

11.Введемо табличні дані

Для x=0,13
Скористаємось першою формулою Ньютона.
12.Задамо крок h (в даному випадку xi+1-xi=0,1)

13.Обчислимо q для нашого шуканого х:
3,0

1,0
1,013,00 







h
xxq

14.Складемо таблицю скінченних різниць:
E) Ввести уі у стовпчик



F) Знайдемо скінченну різницю першого порядку

Обчислити стовпчик на одне значення менше ніж кількість точок

G) Знайдемо скінченну різницю другого порядку

Обчислити стовпчик на одне значення менше ніж кількість точок

H) Так само обчислюємо наступні скінченні різниці



15.Оскільки для шуканого x=0,13 з двох крайніх точок х0 та х4 нам ближче
значення х0, то в формулі будуть брати участь значення, що обчислені в
скінченних різницях для у0

∆у0=0,02, ∆2у0=-0,01, ∆3у0=0,02, ∆4у0=-0,04

16.Створимо чотири доданки для формули:

17.Другий доданок

18.Та наступні:



19.Залишалось просумувати та поділити на h

Відповідь занесемо в таблицю:
0,250866667

20.Знайдемо другу похідну

21.Доданки сумуємо та ділимо на h2



Для x=0,47

Для наближеного обчислення похідної в точці, що розташована ближче до
кінця проміжку, краще скористатися другою інтерполяційною формулою
Ньютона.

22.Задамо крок h (в даному випадку xi+1-xi=0,1)
23.Обчислимо q для нашого шуканого х (наше х ближче до іншої крайньої
точки):
Перерахувати q

3,0
1,0

5,047,0








h
xxq n

24.Скористаємося обчисленими значеннями скінченних різних, тільки оберемо
останні значення з кожного стовпця (зелений колір)

∆у3=0,01, ∆2у2=-0,01, ∆3у1=-0,02, ∆4у0=-0,04,

25.Доданки сумуємо та ділимо на h

Шукаємо другу похідну

Сумуємо доданки та ділимо на h2

Відповіді заносимо в таблицю



ЛАБОРАТОРНА РОБОТА№7
ТЕМА: ЧИСЛОВЕ ІНТЕГРУВАННЯ

ОФОРМЛЕННЯ:

Лабораторна робота: 7
Тема: Числове інтегрування
Прізвище та ім’я:
Номер групи:
Варіант
Завдання Частина 1. Метод прямокутників

Графік

Код для побудови графіку

Обчислення 1 спосіб 2 спосіб
за формулою лівих прямокутників =

Код програми

за формулою правих прямокутників =
Код програми

за формулою середніх прямокутників =
Код програми

Частина 2. Метод Сімпсона
Графік

Обчислення 1 спосіб 2 спосіб
за формулою =

Код програми

Частина 3. Метод трапецій
Графік

Обчислення 1 спосіб 2 спосіб
за формулою =

Код програми

ЗАВДАННЯ:
з точністю до 0.0001 обчислити значення визначених інтегралів:
1) методом прямокутників за умови п=10;



2) методом Сімпсона за умови п=8;
3) методом трапецій за умови п=20.
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ЗРАЗОК ВИКОНАННЯ ЗАВДАННЯ

Частина 1. Метод прямокутників
Завдання: 1) з точністю до 0.0001 обчислити значення визначеного інтегралу
2.3

1.5

0.3 1.2x dx за формулами лівих, правих та середніх прямокутників за

умови п=10.

Побудова криволінійної фігури для функції 0.3x+1.2 на проміжку  1.5;2.3
https://www.tutorialspoint.com/execute_matplotlib_online.php
https://www.codabrainy.com/en/python-compiler/

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

x = np.arange(1.5, 2.3, 0.01)
y = np.sqrt(0.3*x + 1.2)
plt.title('Oбчислення площі фігури під графіком функції')
plt.plot(x, y)
plt.fill_between(x, y, 0)
plt.show()

Обчислення:
1. Спосіб (методи лівих та правих прямокутників)

Для обчислення інтегралу методом прямокутників за умови 10n
розіб’ємо відрізок інтегрування  1.5;2.3 на 10 рівних частин з кроком

2.3 1.5 0.08
10

b ah
n
 

   .

Складемо таблицю значень підінтегральної функції в точках ділення
відрізка:

i ix 0.3 1.2i ix y 

0 1.5 1.2845

1 1.58 1.2938

2 1.66 1.3031

3 1.74 1.3122
4 1.82 1.3214
5 1.90 1.3304
6 1.98 1.3394
7 2.06 1.3483
8 2.14 1.3572
9 2.22 1.3660
10 2.30 1.3748

https://www.tutorialspoint.com/execute_matplotlib_online.php
https://www.codabrainy.com/en/python-compiler/


За формулою лівих прямокутників:
9

0
( )

b

i
ia

f x dx h y


  . (від першого

значення до передостаннього)
Отже

2.3

1.5

0.3 1.2 0.08(1.2845 1.2938 1.3031 1.3122 1.3214 1.3304+1.3394x dx       

1.3483 1.3572 1.3660) 0.08 13.2563 1.060504      .

За формулою правих прямокутників:
10

1
( )

b

i
ia

f x dx h y


  . (від другого

значення до останнього)
Отже

2.3

1.5

0.3 1.2 0.08(1.2938 1.3031 1.3122 1.3214 1.3304 1.3394+1.3483x dx       
1.3572 1.3660 1.3748) 0.08 13.3466 1.067728     

Спосіб
За формулою лівих прямокутників:

a, b, n

h=(b-a)/n
S=0

i=0..n-1

x=a+i*h
S=S+f(x)

S*h

from math import sqrt
a = 1.5
b = 2.3
n = 10
h = (b-a)/n
S = 0
def f(x):
return sqrt(0.3*x + 1.2)

for i in range(n):
x = a+i*h
S += f(x)

print('S=', S*h)



1. Спосіб (метод середніх прямокутників)
Складемо таблицю значень підінтегральної функції в середніх точках

відрізків ділення:

i ix 2
hxi  2i i

hy f x   
 

0 1.5 1.54 1.2892
1 1.58 1.62 1.2985
2 1.66 1.70 1.3077
3 1.74 1.78 1.3168
4 1.82 1.86 1.3259
5 1.90 1.94 1.3349
6 1.98 2.02 1.3439
7 2.06 2.10 1.3528
8 2.14 2.18 1.3616
9 2.22 2.26 1.3704
10 2.30

За формулою середніх прямокутників
9

0
( )

2

b

i
ia

hf x dx h f x


   
 

 .

Отже
2.3

1.5

0.3 1.2 0.08(1.2892 1.2985 1.3077 1.3168 1.3259 1.3349+1.3439x dx       
1.3528 1.3616 1.3704) 0.08 13.3017 1.064136      .

2. Спосіб
За формулою середніх прямокутників

Частина 2. Метод Сімпсона
Завдання: з точністю до 0.0001 обчислити значення визначеного

a, b, n

h=(b-a)/n
S=0

i=0..n-1

x=a+(i+0.5)*h
S=S+f(x)

S*h



інтегралу
 1.6

2
1.2

sin 2 2.1
1

x
dx

x

 методом Сімпсона за умови п=8.

Побудова криволінійної фігури для
 1.6

2
1.2

sin 2 2.1
1

x
dx

x



import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
x = np.arange(1.2, 1.6, 0.01)
y = np.sin(2*x-2.1)/(x**2+1)
plt.title('Oбчислення площі фігури під графіком функції')
plt.plot(x, y)
plt.fill_between(x, y, 0)
plt.show()

Для графіків

sin np.sin

tg np.tan

ln np.log

lg np.log10

cos np.cos
1 спосіб.

Розв’язання:
Для обчислення інтеграла методом Сімпсона за умови 8n  розіб’ємо

відрізок інтегрування  1.2; 1.6 на 8 рівних частин з кроком

1.6 1.2 0.05
8

b ah
n
 

   .

Складемо таблицю значень підінтегральної функції в точках ділення
відрізка:

i ix 0 8,y y 1 3 5 7, , ,y y y y 2 4 6, ,y y y
0 1.20 0.1211
1 1.25 0.1520
2 1.30 0.1782
3 1.35 0.2000
4 1.40 0.2176
5 1.45 0.2312
6 1.50 0.2410
7 1.55 0.2473
8 1.60 0.2503
 0.3713 0.8305 0.6368

Обчислення проводитимемо за формулою

   0 1 3 5 7 2 4 6 8( ) 4 2
3

b

a

hf x dx y y y y y y y y y           .



Отже:
   

1.6

2
1.2

sin 2 2.1 0.05 0.050.3714 4 0.8305 2 0.6368 4.9670 0.08278
1 3 3

x
dx

x


       


Відповідь:
 1.6

2
1.2

sin 2 2.1
0.0828

1
x

dx
x




 .

2 спосіб:

a, b, n

h=(b-a)/n
S=f(a)+f(b)

S1=0
S2=0

i=1..n-1 з
кроком 2

x=a+i*h
S1=S1+f(x)

i=2..n-2 з
кроком 2

x=a+i*h
S2=S2+f(x)

h*(S+4*S1+2*S2)/3



Частина 3.
Завдання: з точністю до 0.0001 обчислити значення визначеного

інтегралу
1.3

2
0.7 2 0.3

dx
x  методом трапецій за умови п=20.

Побудова криволінійної фігури для
1.3

2
0.7 2 0.3

dx
x 

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
x = np.arange(0.7, 1.3, 0.01)
y = 1/np.sqrt(2*x**2+0.3)
plt.title('Oбчислення площі фігури під графіком функції')
plt.plot(x, y)
plt.fill_between(x, y, 0)
plt.show()

1 Спосіб (метод трапеції)
Для обчислення інтеграла методом трапецій за умови 20n  розіб’ємо

відрізок інтегрування  0.7; 1.3 на 20 рівних частин з кроком

1.3 0.7 0.03
20

b ah
n
 

   .

Складемо таблицю значень підінтегральної функції в точках ділення
відрізка:
i ix iy i ix iy
0 0.7 0.88386 11 1.03 0.64259
1 0.73 0.85572 12 1.06 0.62657
2 0.76 0.82898 13 1.09 0.61140
3 0.79 0.80366 14 1.12 0.59669
4 0.82 0.77973 15 1.15 0.58272
5 0.85 0.75700 16 1.18 0.56935
6 0.88 0.73546 17 1.21 0.55658
7 0.91 0.71501 18 1.24 0.54431
8 0.94 0.69551 19 1.27 0.53253
9 0.97 0.67700 20 1.30 0.52129
10 1.00 0.65937

Обчислення проводитимемо за формулою
19

0 20

1
( )

2

b

i
ia

y yf x dx h y


 
  

 
 .

Отже
1.3

2
0.7

0.88386 0.521290.03 12.77022 0.40418
22 0.3

dx
x

    
  .



Відповідь:
1.3

2
0.7

0.4042
2 0.3
dx
x


 .

2 Спосіб:

a, b, n

h=(b-a)/n
S=(f(a)+f(b))/2

i=1..n-1

x=a+i*h
S=S+f(x)

S*h



ЛАБОРАТОРНА РОБОТА№8
ТЕМА: ЗВИЧАЙНІ ДИФЕРЕНЦІЙНІ РІВНЯННЯ. ЗАДАЧА КОШІ

ОФОРМЛЕННЯ:

Лабораторна робота: 8
Тема: Звичайні диференційні рівняння. Задача Коші
Прізвище та ім’я:
Номер групи:
Варіант
Завдання 1 Метод Ейлера

Діаграма Обчислені значення
Завдання 2 Метод Ейлера-Коші

Діаграма Обчислені значення

Перевірка

Графік Обчислені значення

Завдання: З точністю до 0.0001 скласти розв’язок задачі Коші для звичайного
диференційного рівняння першого порядку ' ( , )y f x y на відрізку [ , ]a b з
кроком h=0.1 за початкових умов 0 0( )y x y : а) методом Ейлера; б) методом
Ейлера-Коші. Побудувати ламану Ейлера для знайденого розв’язку.
Вар. ' ( , )y f x y 0 0( )y x y [ ; ]a b

а) ' cos( / 5)y x y  y(1.8)=2.6 [1.8;2.8]
б) ' sin( / 3)y x y  y(1.6)=4.6 [1.6;2.6]

1 а) ' cos( / 3)y x y  y(1.6)=4.6 [1.6;2.6]

б) ' sin( / 5)y x y  y(1.8)=2.6 [1.8;2.8]

2 а) ' cos( / 10)y x y  y(0.6)=0.8 [0.6;1.6]

б) )8.2/sin( yxy  y(1.4)=2.2 [1.4;2.4]

3 а) ' cos( / 7)y x y  y(0.5)=0.6 [0.5;1.5]
б) ' cos( / )y x y   y(1.7)=5.3 [1.7;2.7]

4 а) ' cos( / )y x y   y(1.7)=5.3 [1.7;2.7]

б) ' cos( / 7)y x y  y(0.5)=0.6 [0.5;1.5]

5 а) ' cos( / 2.25)y x y  y(1.4)=2.2 [1.4;2.4]

б) ' sin( / 10)y x y  y(0.6)=0.8 [0.6;1.6]

6 а) ' cos( / )y x y e  y(1.4)=2.5 [1.4;2.4]

б) ' sin( / 7)y x y  y(0.5)=0.6 [0.5;1.5]

7 а) ' cos( / 2)y x y  y(0.8)=1.4 [0.8;1.8]
б) ' sin( / )y x y   y(1.7)=5.3 [1.7;2.7]



8 а) ' cos( / 3)y x y  y(1.2)=2.1 [1.2;2.2]

б) ' sin( / 2)y x y  y(0.8)=1.3 [0.8;1.8]

9 а) ' cos( / 11)y x y  y(2.1)=2.5 [2.1;3.1]
б) ' sin( / )y x y e  y(1.4)=2.5 [1.4;2.4]

10 а) ' sin( / 5)y x y  y(1.8)=2.6 [1.8;2.8]
б) ' cos( / 3)y x y  y(1.6)=4.6 [1.6;2.6]

11 а) ' sin( / 3)y x y  y(1.6)=4.6 [1.6;2.6]

б) ' cos( / 5)y x y  y(1.8)=2.6 [1.8;2.8]

12 а) ' sin( / 10)y x y  y(0.6)=0.8 [0.6;1.6]
б) ' cos( / 2.25)y x y  y(1.4)=2.2 [1.4;2.4]

13 а) ' sin( / 7)y x y  y(0.5)=0.6 [0.5;1.5]
б) ' cos( / )y x y e  y(1.4)=2.5 [1.4;2.4]

14 а) ' sin( / )y x y   y(1.7)=5.3 [1.7;2.7]

б) ' cos( / 2)y x y  y(0.8)=1.4 [0.8;1.8]

15 а) )8.2/sin( yxy  y(1.4)=2.2 [1.4;2.4]

б) ' cos( / 10)y x y  y(0.6)=0.8 [0.6;1.6]

16 а) ' sin( / )y x y e  y(1.4)=2.5 [1.4;2.4]

б) ' cos( / 11)y x y  y(2.1)=2.5 [2.1;3.1]

17 а) ' sin( / 2)y x y  y(0.8)=1.3 [0.8;1.8]

б) ' cos( / 3)y x y  y(1.2)=2.1 [1.2;2.2]

18 а) ' sin( / 3)y x y  y(1.1)=1.5 [1.1;2.1]

б) )25.1/cos(yxy  y(0.4)=0.8 [0.4; 1.4]

19 а) ' sin( / 11)y x y  y(0.6)=1.2 [0.6;1.6]

б) )7.0/sin( yxy  y(1.2)=1.4 [1.2; 2.2]

20 а) )25.1/sin( yxy  y(0.5)=1.8 [0.5; 1.5]

б) )3.1/cos(yxy  y(1.2)=1.8 [1.2; 2.2]

21 а) )15/sin( yxy  y(0.2)=1.1 [0.2; 1.2]

б) )5.1/cos(yxy  y(0.3)=0.9 [0.3; 1.3]

22 а) )3.1/sin( yxy  y(0.1)=0.8 [0.1; 1.1]

б) )7.0/cos(yxy  y(0.9)=1.7 [0.9; 1.9]

23 а) )3.0/sin( yxy  y(0.5)=0.6 [0.5; 1.5]

б) )3.0/cos(yxy  y(0.7)=2.1 [0.7; 1.7]



24 а) )7.0/sin( yxy  y(1.2)=1.4 [1.2; 2.2]

б) ' sin( / 11)y x y  y(0.6)=1.2 [0.6;1.6]

25 а) )25.1/cos(yxy  y(0.4)=0.8 [0.4; 1.4]

б) ' sin( / 3)y x y  y(1.1)=1.5 [1.1;2.1]

26 а) )5.1/cos(yxy  y(0.3)=0.9 [0.3; 1.3]

б) )15/sin( yxy  y(0.2)=1.1 [0.2; 1.2]

27 а) )3.1/cos(yxy  y(1.2)=1.8 [1.2; 2.2]

б) )25.1/sin( yxy  y(0.5)=1.8 [0.5; 1.5]

28 а) )3.0/cos(yxy  y(0.7)=2.1 [0.7; 1.7]

б) )3.0/sin( yxy  y(0.5)=0.6 [0.5; 1.5]

29
а) )7.0/cos(yxy  y(0.9)=1.7 [0.9; 1.9]

б) )3.1/sin( yxy  y(0.1)=0.8 [0.1; 1.1]

ЗРАЗОК ВИКОНАННЯ ЗАВДАННЯ
Завдання: 1) Методом Ейлера з точністю до 0.0001 скласти розв’язок задачі
Коші для звичайного диференційного рівняння sin( ) cos( )y x y   на
відрізку [0; 1] з кроком h=0.2 за початкових умов   10 y .

Розв’язання:
Розрахункові формули методу Ейлера матимуть вигляд:

0 0;x 

0 1;y 

1 0.2;i ix x  
 1 0.2 sin cos ,i i i iy y x y    0,1,2,3,4,5.i 

1. Початкове значення 0 0;x 

2. Відрізок [0; 1] з кроком h=0.2

3. Нумерація рядків



4. Початкова умова 0 1;y 

5. Обчислення 1y за формулою  0001 , yxhfyy  .

В нашому випадку для sin( ) cos( )y x y   формула набуде вигляду:
y1=y0+0,2(sin(x0)-cos(y0))

6. Формулу копіюємо для всього стовпця

7. Побудуємо ламану Ейлера для знайденого розв’язку  Y Y x :



Рис. 1. Графічний розв’язок задачі Коші для методу Ейлера

8. Побудовану діаграму заносимо в таблицю розв'язків

2) Методом Ейлера-Коші з точністю до 0.0001 скласти розв’язок задачі
Коші для звичайного диференційного рівняння sin( ) cos( )y x y   на
відрізку [0; 1] з кроком h=0.2 за початкових умов   10 y .

Розв’язання:
Розрахункові формули методу Ейлера-Коші матимуть вигляд:

0 0;x 

0 1;y 

1 0.2;i ix x  

1 1
0.2[sin( ) cos( ) sin( ) cos( 0.2(sin( ) cos( )))],
2i i i i i i i iy y x y x y x y       

0,1,2,3,4,5.i 

1. Початкове значення 0 0;x 



2. Відрізок [0; 1] з кроком h=0.2

3. Нумерація рядків

4. Початкова умова 0 1;y 

5. Обчислюємо у1 за формулою 1 1 1[ ( , ) ( , )],
2i i i i i i
hy y f x y f x y    

d в
нашому випадку

1 1
0.2[sin( ) cos( ) sin( ) cos( 0.2(sin( ) cos( )))],
2i i i i i i i iy y x y x y x y       

Отже:
y1=y0+(0,2/2)*(sin(x0)-cos(y0)+sin(x1)-cos(y0+0,2*(sin(x0)-cos(y0))))

f(x0,y0) f(x1,y1)



Формулу копіюємо:
i

ix iy

0 0 1
1 0.2 0.9030
2 0.4 0.8316
3 0.6 0.7882
4 0.8 0.7734
5 1 0.7862

Побудуємо ламану Ейлера для знайденого розв’язку  Y Y x

Рис.2. Графічний розв’язок задачі Коші для методу Ейлера-Коші
Побудовану діаграму заносимо в таблицю результатів



Перевірка точним методом

https://cloud.scilab.in/

function yd=f(x,y)
yd=sin(x)-cos(y)
endfunction

y0=1
x0=0

x=0:0.2:1

ys=ode(y0,x0,x,f)
plot(x,ys)

Графік занести в таблицю результатів

- задана функція

- початкова умова   10 y

- відрізок [0; 1] з кроком h=0.2

- розв’язок задачі Коші

https://cloud.scilab.in/
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