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АНОТАЦIЯ
Магiстерська робота присвячена вивченню симетрiї в алгебрi, зокрема, застосуван-

ню симетричних многочленiв у позакласнiй роботi з математики.

Об’єкт дослiдження – рiвняння та системи рiвнянь вищих порядкiв.

Предмет дослiдження – метод, який дозволяє розв’язувати такi рiвняння та системи
рiвнянь.

Мета дослiдження: обґрунтувати доцiльнiсть використання даного методу у поза-
класнiй роботi з математики.

Дипломна робота викладена на 57 сторiнках, мiстить 4 роздiли та 23 джерела у спи-
ску лiтератури.

У першому роздiлi розглядається симетрiя в природi, фiзицi та математицi. Видiле-
но основнi типи та види симетрiї.

У другому роздiлi дано означення про елементарнi симетричнi многочлени, сте-
пененi суми. Розглянуто зв’язок мiж симетричними многочленами та елементарними
симетричними многочленами, степеневими сумами та елементарними симетричними
многочленами. Встановлено взаємозв’язок формул Ньютона та Вiєта з елементарни-
ми симетричними многочленами. Також доведено основнi теореми теорiї симетричних
многочленiв вiд двох та трьох змiнних.

У третьому роздiлi розглянуто практичне застосування теорiї симетричних много-
членiв до розв’язування рiвнянь, зворотнiх рiвнянь та систем рiвнянь.

У четвертому роздiлi розглянуто вправи зi шкiльних пiдручникiв, до яких можна
використати теорiю симетричних многочленiв. Оскiльки у пiдручниках мiститься не-
значна частина таких завдань, то у другому пiдпунктi цього роздiлу було виокремлено
30 рiвнянь i 30 систем рiвнянь, якi можна використовувати на позакласнiй роботi з
математики.

Ключовi слова: симетрiя, симетричнi многочлени, елементарнi симетричнi много-
члени, степеневi суми, рiвняння, зворотнi рiвняння та системи рiвнянь.



Змiст

Вступ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

Роздiл 1. Симетрiя, як складова навколишнього середовища, фiзичних
процесiв та математики . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.1. Симетрiя у природi та фiзичних явищах . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.2. Поняття симетрiї у математицi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

Висновки до роздiлу 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

Роздiл 2. Теоретичнi положення про симетричнi многочлени . . . . . . . . . . . . . 9
2.1. Означення симетричних многочленiв. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
2.2. Вираження симетричних многочленiв через елементарнi симетричнi

многочлени . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
2.3. Вираження симетричних многочленiв через степеневi суми. . . . . . . . . . . . . . . . . .13
2.4. Симетричнi многочлени вiд кiлькох змiнних . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

Висновки до роздiлу 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

Роздiл 3. Практичне застосування симетричних многочленiв . . . . . . . . . . . . .22
3.1. Розв’язування рiвнянь за допомогою симетричних многочленiв . . . . . . . . . . . . 22
3.2. Розв’язування систем рiвнянь за допомогою симетричних многочленiв . . . . . 33
3.3. Зворотнi рiвняння . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

Висновки до роздiлу 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

Роздiл 4. Симетричнi многочлени у шкiльному курсi математики . . . . . . . . 45
4.1. Аналiз методики використання симетричних многочленiв у шкiльних

пiдручниках . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
4.2. Задачi з використанням симетричних многочленiв, якi можна

використовувати на позакласнiй роботi з математики . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
Висновки до роздiлу 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
Висновки . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

Список використаних джерел. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .56

2



Вступ

Актуальнiсть теми: Часто учнi, а iнколи i студенти, стикаються з тим, що їм дово-
диться розв’язувати рiвняння чи системи рiвнянь вищих порядкiв. Переважно вони хо-
чуть використати формулу дискримiнанта або розв’язати їх якимось iншими штучними
методами. Зрозумiло, що дана формула не завжди буде ефективною, а розв’язок мо-
же бути складним. Враховуючи труднощi, якi стоять перед учнями, розглянемо метод,
який дозволить вирiшувати такi завдання бiльш ефективно. Даний метод є корисним не
тiльки для учнiв, але й для студентiв, якi вивчають такi дисциплiни як: математичний
аналiз, елементарна математика, вища математика тощо.

Розглянемо рiвняння
4
√
41 + x+ 4

√
41− x = 2

Перепишемо його у виглядi
4
√
41 + x = 2− 4

√
41− x

Стандартну схему розв’язку даного рiвняння, яку застосували б учнi, це пiднесення
лiвої та правої частини до четвертого степеня.

( 4
√
41 + x)4 = (2− 4

√
41− x)4

Дана процедура є складною, i зазвичай на даному етапi учнi допускають помилок!
Розглянемо систему рiвнянь x− y = 1

x5 − y5 = 2101

У першому рiвняннi системи виражаємо x через y , i пiдставляємо його в друге рiвняння
системи. Отримаємоx = 1 + y,

(1 + y)5 − y5 = 2101;

x = 1 + y,

(1 + y)5 = y5 + 2101.

Звичайно, можемо розв’язати рiвняння п’ятого степеня, використавши Бiном Нью-
тона:

(a+ b)n = c0a
nb0 + c1a

n−1b1 + c2a
n−2b2 + ....+ cn−1a

1bn−1 + cna
0bn

Але метод, який ми розглянемо, дозволить розв’язувати такi рiвняння та системи рiв-
нянь такого типу значно швидше та ефективнiше.
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Як вiдомо з iсторiї математики, близько 2000 рокiв до н.е., бiльша частина матема-
тичних задач мала розрахунковий характер. Але вже тодi зустрiчалися задачi, якi при
розв’язуваннi зводилися до складання рiвнянь чи систем рiвнянь. Вмiти розв’язувати
рiвняння 2 степеня було викликано потребою, яка стосувалася обчислення площ земель-
них дiлянок. Математики постiйно стикалися iз задачами, якi зводилися до складання
рiвнянь n-го степеня, n ∈ N .

Розв’язування багатьох економiчних задач зводиться до розв’язування систем лi-
нiйних алгебраїчних рiвнянь n-го степеня, n > 4 . На даний момент, ще не виведена
загальна формула, яка б дала змогу розв’язувати такi рiвняння. Тому i буде розгляда-
тися метод, який дозволить вирiшувати певну частину таких рiвнянь.

Об’єкт дослiдження: рiвняння та системи рiвнянь вищих порядкiв.

Предмет дослiдження: метод, який дозволяє розв’язувати такi рiвняння та си-
стеми рiвнянь.

Мета дослiдження: обґрунтувати доцiльнiсть використання даного методу у по-
закласнiй роботi з математики

Поставленi завдання:

1. Опрацювати науково-методичну лiтературу, яка стосується заданої теми.

2. Дослiдити симетрiю вiдносно алгебри.

3. Розглянути рiвняння та системи рiвнянь шкiльного курсу математики.

4. Застосувати теорiю симетричних многочленiв до розв’язування рiвнянь та систем
рiвнянь.

5. Обґрунтувати доцiльнiсть використання даного методу у шкiльнiй математицi.
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Роздiл 1

Симетрiя, як складова навколишнього середовища,
фiзичних процесiв та математики

1.1. Симетрiя у природi та фiзичних явищах

Симетрiя - це витвiр природи, який створює гармонiю та рiвновагу. Бiльшiсть об’є-
ктiв у реальному свiтi є симетричними. Людина вже на зорi цивiлiзацiї мала уявлення
про симетрiю, за її законами будувала свої споруди, виготовляла предмети побуту i
все це визначалося не тiльки практичними вимогами, але в якiйсь мiрi, i естетичними.
Столiттями симетрiя залишалася темою, яка захоплювала фiлософiв, астрономiв, мате-
матикiв, художникiв, архiтекторiв i фiзикiв. Стародавнi греки були одержимi нею, вони
вважали що Всесвiт симетричний просто тому, що симетрiя прекрасна. Симетрiя вклю-
чає в себе iнтеграцiю математики та мистецтва, що дозволяє чудово продемонструвати
вiзуальнi ефекти. Ми знаходимо симетрiю в таких об’єктах, як: наше вiдображення
в дзеркалi, шестикутнi бджолинi соти, красивi вiзерунки крил метелика, що є майже
iдеальною двосторонньою симетрiєю. Павутина, що створює майже iдеальнi круглi ме-
режi, якi мають радiальнi опори на майже однаковiй вiдстанi, що виходять iз середини.
Соняшник, який має радiальну симетрiю та цiкавий тип числової симетрiї, вiдомий як
послiдовнiсть Фiбоначчi(1,2,3,5,8,13,....,).

Людину притягує симетрiя. Ми вважаємо красивим обличчя, коли риси розташова-
нi симетрично. Нас приваблюють рiвнi пропорцiї. Нiмецький математик Г.Вейль писав
"Симетрiя — важлива тема, яка має значення в мистецтвi та природi. Математика ле-
жить в основi симетрiї, i було б дуже важко знайти кращий приклад, на якому можна
було б продемонструвати роботу математичного iнтелекту"[6]. У пунктi 1.2. роглянемо
симетрiю з точки зору математики.

До 20 столiття принципи симетрiї вiдiгравали незначну роль у теоретичнiй фiзицi.
У фiзицi симетрiя є ширшим поняттям, нiж вiдбиваюча форма крил метелика. У фiзи-
цi бути симетричним означає бути незмiнним пiсля рiзноманiтних перетворень. в 1865
роцi рiвняння Максвелла симетрiї електродинамiки не були повнiстю оцiненi протягом
понад 40 рокiв. Ця ситуацiя рiзко змiнилася в 20 столiттi, починаючи з Ейнштейна. Вiн
в 1905 роцi поставив симетрiю на перше мiсце, розглянув принцип симетрiї як основну
властивiсть природи, яка обмежує допустимi динамiчнi закони. Ейнштейн визнав закла-
дену в рiвняннях Максвелла симетрiю, i пiднiс її до симетрiї простору-часу. Згодом ця

5



точка зору досягла великого успiху з побудовою загальної теорiї вiдносностi Ейнштей-
на. Пiзнiше, У 1918 роцi Еммi Нетер опублiкувала теорему, яка пояснювала глибокий
зв’язок мiж симетрiєю та фiзичними законами. Теорема Нетер дозволила фiзикам взя-
ти властивiсть просторової симетрiї, i знайти вiдповiдний закон збереження. Теорема
Неттер говорить, що для кожної симетрiї у фiзицi iснує вiдповiдний закон збереження.
З розвитком квантової механiки в 1920-х роках принципи симетрiї почали вiдiгравати
ще бiльш фундаментальну роль. У другiй половинi 20 столiття симетрiя була найбiльш
домiнуючою концепцiєю у дослiдженнi та формулюваннi фундаментальних законiв фi-
зики.

Сьогоднi майже кожен вiдомий фiзичний закон є симетричним у часi. Цi закони за-
лишаються незмiнними, навiть якщо напрямок часу змiнюється на протилежний. Однак
це суперечить нашому досвiду, оскiльки час тече в одному напрямку, а минуле недосту-
пне. Єдиним вiдомим фiзичним законом, який не є симетричним у часi, є другий закон
термодинамiки, який стверджує, що ентропiя не може зменшуватися з часом. Здається,
що час тече в напрямку зростання ентропiї. Природа цiєї стрiли часу є однiєю з най-
бiльших таємниць сучасної фiзики, i її необхiдно розгадати, якщо наука хоче досягти
своєї кiнцевої мети — вiдкриття "Теорiї всього".
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1.2. Поняття симетрiї у математицi

У математицi симетрiя означає, що одна фiгура iдентична iншiй формi, коли її пе-
ремiщують, обертають або перевертають. Якщо об’єкт не має симетрiї, ми говоримо,
що об’єкт асиметричний. Поняття симетрiї найчастiше зустрiчається в геометрiї. Дiтей
знайомлять iз симетрiєю вже з 2 класу, де їх вчать визначати й описувати властивостi
двовимiрних фiгур. У шкiльних пiдручниках симетрiя розглядається з точки зору гео-
метрiї, хоча, симетрiя є всюди i у всьому.

Розглянемо основнi типи симетрiї, якi можна спостерiгати в рiзних випадках:

1) Трансляцiйна симетрiя;

2)Обертальна симетрiя;

3)Рефлексивна симетрiя;

4)Симетрiя ковзання.

Розглянемо детально кожну iз симетрiй. Якщо об’єкт перемiщується з однiєї пози-
цiї в iншу з однаковою орiєнтацiєю при русi вперед i назад, це називається трансля-
цiйною симетрiєю. Iншими словами, трансляцiйна симетрiя визначається як ковзання
об’єкта навколо осi. У випадку, коли об’єкт обертається в певному напрямку навколо
точки, це називається обертальною симетрiєю, також вiдомою як радiальна симетрiя.
Рефлексивна симетрiя, є типом симетрiї, коли одна половина об’єкта вiдображає iншу
половину об’єкта. Симетрiя ковзання – це комбiнацiя трансформацiй трансляцiї та вiд-
биття(рефлексивна симетрiя).

Вже бiльш детально учнi розглядають симетрiю у 9 класi. Найчастiше дослiджують
симетрiю у просторi R2 . В даному просторi iснують такi види симетрiї, як:
1) симетрiя вiдносно x(осьова симетрiя) ;
2)симетрiя вiдносно у(осьова симетрiя);
3)cиметрiя вiдносно початку координат(центральна симетрiя);
4)симетрiя вiдносно прямої y=x.

Симетрiя є однiєю з основ математики. Це також одна з точок, де математика пере-
тинається з мистецтвом та архiтектурою. Зазвичай ми думаємо про симетрiю як про
те, що ми можемо бачити, щось, що асоцiюється з вiзерунками та формами. Але бiльш
загальна концепцiя симетрiї — незмiннiсть. Iншi об’єкти також можуть бути симетри-
чними, включаючи математичнi вирази. Надалi будемо розглядати симетрiю вiдносно
алгебри.
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Висновки до роздiлу 1

У першому роздiлi було розглянуто поняття симетрiї, прояви якої зустрiчаються у
багатьох сферах науки, а саме: у природi, у фiзичних явищах, у математицi тощо. Бу-
ло виокремлено основнi типи симетрiї, такi як: трансляцiйна, обертальна, рефлексивна
та симетрiя ковзання. А також було розглянуто такi види симетрiї, як: осьова (симе-
трiя вiдносно прямої), центральна (симетрiя вiдносно точки) та дзеркальна (симетрiя
вiдносно площини).

Симетрiя є важливим та унiверсальним явищем. Головною її ознакою є незмiннiсть.
Вона описує властивiсть об’єктiв бути взаємно вiдображеними або еквiвалентними в
певний спосiб. Розумiння симетрiї сприяє розвитку наукових теорiй, художнiх творiнь
та розкриттю законiв природи, пiдкреслюючи її всеосяжну роль у рiзних галузях знань.
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Роздiл 2

Теоретичнi положення про симетричнi многочлени

2.1. Означення симетричних многочленiв

Розглянемо многочлени вiд двох змiнних f(x, y) = x + y та g(x, y) = xy де x ,y -
одночлени
Будемо називати такi многочлени симетричними, оскiльки

x+ y = y + x

xy = yx

Означення 2.1. Многочлен вiд двох змiнних називається симетричним, якщо вiн
є iнварiантним вiдносно перестановок змiнних

f(x, y) = f(y, x)

g(x, y) = g(y, x)

Приклад 2.1

f(x, y) = 2x4 + 7x2y + 2xy + 7y2x+ 2y4 − 10

Перевiримо, чи даний многочлен є симетричним. Замiнимо x на y , а y на x . Отримаємо

f(x, y) = 2x4+7x2y+2xy+7y2x+2y4− 10 = 2y4+7y2x+2yx+7x2y+2x4− 10 = f(y, x)

Многочлен симетричний, бо вiн не змiнився вiдносно перестановок змiнних
Приклад 2.2 x4 + y4 = 17(x+ y)2,

xy = 2(x+ y)

Перевiримо, чи дана система є симетричною. Замiнимо x на y , а y на x . Отримаємоy4 + x4 = 17(y + x)2,

yx = 2(y + x)

Система є симетричною вiдносно перестановок змiнних x та y

Приклад 2.3

f(x, y) = x2 + 2xy − y2

Перевiримо, чи даний многочлен є симетричним. Замiнимо x на y , а y на x . Отримаємо

f(x, y) = x2 + 2xy − y2 ̸= y2 + 2yx− x2 = f(y, x)

f(x, y) ̸= f(y, x)
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Многочлен не є симетричним, оскiльки не є iнварiантним вiдносно перестановок змiнних
x та y

Надалi будемо розглядати тiльки симетричнi многочлени
Для зручностi, введемо позначення:

f(x, y) = x+ y = σ1

g(x, y) = xy = σ2

Будемо називати σ1 , σ2 елементарними симетричними многочленами
Отже, будь-який симетричний многочлен f(x, y) вiд двох змiнних можна представити
через елементарнi симетричнi многочлени σ1 , σ2

Означення 2.2. Будь-який симетричний многочлен вiд трьох змiнних x, y, z мо-
жна представити через елементарнi симетричнi многочлени σ1, σ2, σ3

σ1 = x+ y + z

σ2 = xy + xz + yz

σ3 = xyz

Означення 2.3. Будь-який симетричний многочлен вiд n змiнних x1, .., xn , можна
єдиним способом представити через елементарнi симетричнi многочлени

σ0 = 1

σ1 = x1 + x2 + ..+ xn

σ2 = x1x2 + x1x3 + ..+ xn−1xn =
∑

i<j xixj

.........

σn = x1x2x3....xn

Приклад 2.4
Виразити симетричний многочлен f(x, y) = x2+2xy+ y2 через елементарнi симетричнi
многочлени

x2 + 2xy + y2 = (x+ y)2 = σ2
1

Приклад 2.5
Виразити симетричний многочлен f(x, y) = x2 + y2 через елементарнi симетричнi мно-
гочлени

x2 + y2 = (x+ y)2 − 2xy = σ2
1 − 2σ2

Книга Болтянского В.Г. та Вiленкiна Н.Я. "Симметрия в алгебре"найбiльш повно ви-
свiтлює застосування теорiї симетричних многочленiв до розв’язання задач шкiльної
алгебри
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2.2. Вираження симетричних многочленiв через елементарнi
симетричнi многочлени

Розглянемо елементарнi симетричнi многочлени σ1, σ2, .., σn вiд n змiнних, де

σ1 = x1 + x2 + ..+ xn

σ2 = x1x2 + x1x3 + ...+ xn−1xn =
∑
i<j

xixj

.................................

σn = x1x2x3x4x5....xn

Означення 2.4. Будь-який многочлен вiд n змiнних x1, .., xn , який є iнварiантним
вiдносно перестановок змiнних x1, .., xn можна представити у виглядi лiнiйної комбiнацiї

f(x1, .., xn) = aσ1 + bσ2 + cσ3...+ kσn

де a, b, c, .., k - деякi числа

Приклад 2.6

f(x, y) = x3 + y3 = σ1(σ
2
1 − 2σ2)− σ2σ1 = σ3

1 − 3σ1σ2

Приклад 2.7. Розв’язати систему рiвняньx+ y = 5

x2 + y2 − xy = 7

Оскiльки, дана система є iнварiантною вiдносно перестановок змiнних, то можемо її
представити через елементарнi симетричнi многочлени σ1, σ2σ1 = 5

σ2
1 − 3σ2 = 7

Розв’язуємо дану систему методом пiдстановки. Пiдставимо значення σ1 у друге рiв-
няння системи. Отримаємо σ1 = 5,

25− 3σ2 = 7;

σ1 = 5,

σ2 = 6.

Повернемося до замiни: x+ y = σ1, xy = σ2x+ y = 5,

xy = 6.
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У першому рiвняннi системи, виражаємо x через y , та пiдставляємо у друге рiвняння.
Одержуємо x = 5− y,

(5− y)y = 6.

Розв’язуємо друге рiвняння системи. Маємо

5y − y2 = 6

y2 − 5y + 6 = 0

За теоремою Вiєта знаходимо коренi: y1 = 2, y2 = 3

Тодi
x1 = 3, x2 = 2

Оскiльки, система є симетричною, то i коренi даної системи будуть симетричними
Вiдповiдь: (3;2);(2;3).
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2.3. Вираження симетричних многочленiв через степеневi су-
ми

У прикладах 2.3. - 2.5., ми розглядали симетричнi многочлени другого та третього
порядку, i для вираження їх через елементарнi симетричнi многочлени було використа-
но формули скороченого множення.

Розглягнемо симетричний многочлен f(x, y) = x+ y , n−го порядку
Введемо позначення: f(x, y) = x+ y = s1 . Тодi
f(x, y) = x2 + y2 = s2

f(x, y) = x3 + y3 = s3

f(x, y) = x4 + y4 = s4

...................................
f(x, y) = xn + yn = sn

Будемо s1, s2, .., sn називати степеневими сумами

Означення 2.5. Будь-який симетричний многочлен вiд n змiнних можна предста-
вити через степеневi суми s1, s2, .., sk

Приклад 2.8.
f(x, y) = x5 + y5 = s5

Приклад 2.9.

x4 + 4x3y + 6x2y2 + 4xy3 + y4 = (x+ y)4 = s41

Означення 2.6. Будь-який многочлен вiд n змiнних x1, .., xn , який є iнварiантним
вiдносно перестановок змiнних x1, .., xn можна представити у виглядi лiнiйної комбiнацiї

f(x1, .., xn) = as1 + bs2 + cs3...+ ksk

де a, b, c, .., k - деякi числа

Приклад 2.10.

f(x, y) = 2x2 + 4xy + 2y2 = 2(x+ y)2 = 2s21 = 2σ2
1

Бачимо, що s1 = σ1 . Отже, степеневу суму можна виразити через елементарнi симе-
тричнi многочлени

Розглянемо степеневу суму s2 = x2 + y2

Виражаємо її через елементарнi симетричнi многочлени. Маємо

s2 = x2 + y2 = (x+ y)2 − 2xy = σ2
1 − 2σ2

Отже, степеневу суму s2 можна виразити через елементарнi симетричнi многочлени

Спробуємо виразити s3 через σ1, σ2 . Отримаємо

s3 = x3 + y3 = σ1(σ
2
1 − 2σ2)− σ2σ1 = σ3

1 − 3σ1σ2
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Можна б було зробити висновок, що будь-яку степеневу суму можна виразити через
σ1, σ2, .., σn .

Розглянемо степеневу суму k − 1 степеня вiд двох змiнних

sk−1 = xk−1 + yk−1

Лiву та праву частину помножимо на σ1 . Отримаємо

σ1sk−1 = σ1(x
k−1 + yk−1) = (x+ y)(xk−1 + yk−1) = xk + xyk−1 + xk−1y + yk

= xk + yk + xy(xk−2 + yk−2) = sk + σ2sk−2

σ1sk−1 = sk + σ2sk−2

З даної рiвностi знаходимо, що

sk = σ1sk−1 − σ2sk−2

Означення 2.7. Будь-яку степеневу суму, можна виразити через σ1, σ2, .., σn .

sk = σ1sk−1 − σ2sk−2 (2.1)

Скористаємося формулою 2.1, та виразимо степеневi суми через елементарнi симе-
тричнi многочлени σ1, σ2, .., σn ([5], стор.(10 - 12))

s1 = x+ y = σ1

s2 = x2 + y2 = (x+ y)2 − 2xy = σ2
1 − 2σ2

s3 = x3 + y3 = σ1(σ
2
1 − 2σ2)− σ2σ1 = σ3

1 − 3σ1σ2

s4 = x4 + y4 = σ1(σ
3
1 − 3σ1σ2)− σ2(σ

2
1 − 2σ2) = σ4

1 − 4σ2
1σ2 + 2σ2

2

s5 = x5 + y5 = σ1(σ
4
1 − 4σ2

1σ2 + 2σ2
2)− σ2(σ

3
1 − 3σ1σ2) = σ5

1 − 5σ3
1σ2 + 5σ1σ

2
2

s6 = x6 + y6 = σ1(σ
5
1 − 5σ3

1σ2 + 5σ1σ
2
2)− σ2(σ

4
1 − 4σ2

1σ2 + 2σ2
2) = σ6

1 − 6σ4
1σ2 + 9σ2

1σ
2
2 − 2σ3

2

s7 = x7 + y7 = σ1(σ
6
1 − 6σ4

1σ2 + 9σ2
1σ

2
2 − 2σ3

2)− σ2(σ
5
1 − 5σ3

1σ2 + 5σ1σ
2
2) =

= σ7
1 − 7σ5

1σ2 + 14σ3
1σ

2
2 − 7σ1 − 2σ3

2

................................................................................................................................................
Для того щоб знайти степеневу суму k−го порядку потрiбно знайти всi попереднi сте-
пеневi суми

Розглянемо многочлен f(x, y) = x4 + 4x3y + 6x2y2 + 4xy3 + y4 = s4 + 4x3y + 6x2y2 +

+ 4xy3 = (x+ y)4

Виражаємо з даної рiвностi s4

s4 = (x+ y)4 − (4x3y + 6x2y2 + 4xy3) = (x+ y)4 − 4xy(x2 + y2)− 6(xy)2 =

= (x+ y)4 − 4xy((x+ y)2 − 2xy)− 6(xy)2 = (x+ y)4 − 4xy(x+ y)2 + 8(xy)2−

−6(xy)2 = σ4
1 − 4σ2

1σ2 + 2σ2
2
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Будь-який многочлен виду f(x, y) = (a + b)k можна представити через елементарнi
симетричнi многочлени σ1, σ2 , для цього потрiбно використати Бiномiальну формулу
Ньютона ([5], стор.(22-25))

(a+ b)n = c0a
nb0 + c1a

n−1b1 + c2a
n−2b2 + ....+ cn−1a

1bn−1 + cna
0bn

а для знаходження бiномiальних коефiцiєнтiв c1, ...., cn потрiбно використати трикутник
Паскаля
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2.4. Симетричнi многочлени вiд кiлькох змiнних

Розглянемо рiвняння виду t2 + pt+ q = 0 .
Дане рiвняння можна розв’язати використавши теорему Вiєта. Нехай x ,y− коренi ква-
дратного рiвняння. Тодi x+ y = −p

xy = q

Оскiльки x ,y− коренi, то

t2 + pt+ q = (t− x)(t− y) = t2 − ty − tx+ xy = t2 − t(x+ y) + xy = t2 − tσ1 + σ2

Теорема 2.1. Коренi рiвняння tn + a1t
n−1 + a2t

n−2 + ....+ an = 0 можна виразити
через елементарнi симетричнi многочлени σ1, σ2, .., σn

Доведення. Для квадратного рiвняння t2 + pt + q = 0 , коренями якого є x та y ,
виконується

t2 + pt+ q = (t− x)(t− y) = t2 − ty − tx+ xy = t2 − t(x+ y) + xy = t2 − tσ1 + σ2

Перевiримо, чи буде виконуватися для рiвняння виду t3 + pt2 + qt+ k = 0

Нехай x, y, z− коренi даного рiвняння. Тодi
x+ y + z = −p

xy + yz + xz = q

xyz = −k

Бачимо, що коренi даного рiвняння можна виразити через елементарнi симетричнi мно-
гочлени

t3+pt2+qt+k = (t−x)(t−y)(t−z) = (t2− tx− ty+xy)(t−z) = t3− t2z− t2x+ txz− t2y+

+tyz + txy − xyz = t3 − t2(x+ y + z) + t(xy + xz + yz)− xyz = t3 − σ1t
2 + σ2t− σ3

I навпаки, якщо 
σ1 = x+ y + z

σ2 = xy + xz + yz

σ3 = xyz

Тодi
t3 + pt2 + qt+ k = t3 − σ1t

2 + σ2t− σ3 = t3 − (x+ y + z)t2 + (xy + yz + xz)t− xyz = t3 −
t2x− t2y − t2z + txy + tyz + txz − xyz = (t2 − t(x+ y) + xy)(t− z) = (t− x)(t− y)(t− z)

Можемо зробити висновок, що теорема 2.1 буде виконуватися i для многочлена n−го
степеня.
Нехай k1, ..., kn− коренi рiвняння: tn + a1t

n−1 + a2t
n−2 + ....+ an = 0 . Тодi

tn + a1t
n−1 + a2t

n−2 + ....+ an = (t− k1)(t− k2)....(t− kn) =
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= tn − σ1t
n−1 + σ2t

t−2 + ...+ (−1)nσn

tn + a1t
n−1 + a2t

n−2 + ....+ an = kn
i − σ1k

n−1
i + σ2k

t−2
i + ...+ (−1)nσn

де ki− коренi даного рiвняння, i = 1, .., n.∑
ki = sn(t1, .., tn)−sn−1(t1, .., tn)σ1+sn−2(t1, .., tn)σ2−sn−3(t1, .., tn)σ3+..+(−1)nσn (2.2)

Формулу (2.2) називають формулою Ньютона − зв’язку симетричних многочленiв
з степеневими сумами. Отже, коренi будь-якого многочлена, в якого старший член рiв-
ний одиницi можна виразити через σ1, σ2, .., σn

Франсуа Вiєт створив символiчну алгебру, вiн зробив великий внесок з питань теорiї
рiвнянь 1-4 степенiв. Вiн довiв теорему, яка встановлює взаємозв’язок мiж коефiцiєн-
тами многочлена i його коренями. Дуже часто дана теорема використовується у теорiї
симетричних многочленiв. На сьогоднiшнiй день теорема Вiєта є необхiдною i важливою
частиною шкiльної програми

Приклад 2.11 Розв’язати систему рiвнянь
x+ y + z = 2

x2 + y2 + z2 = 6

x3 + y3 + z3 = 8

Оскiльки, степеневу суму можна представити через елементарнi симетричнi много-
члени, то перепишемо дану систему у виглядi

σ1 = 2,

σ2
1 − 2σ2 = 6,

σ3
1 − 3σ1σ2 + 3σ3 = 8.

Розв’язуємо систему та знаходимо σ1, σ2, σ3
σ1 = 2,

σ2 = −1,

σ3 = −2;


x+ y + z = 2,

xy + xz + yz = −1,

xyz = −2.

За теоремо 2.1. складаємо рiвняння: t3 − 2t2 − t+ 2 = 0

t3 − 2t2 − t+ 2 = t2(t− 2) + (t− 2) = (t2 − 1)(t− 2) = (t− 1)(t+ 1)(t− 2)

Знаходимо розв’язки отриманого рiвняння
t1 = 2,

t2 = −1,

t3 = 1.
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Оскiльки система є симетричною, то i розв’язки також будуть симетричними. Дана
система буде має шiсть розв’язкiв.

x1 = 1,

y1 = 2,

z1 = −1;


x2 = 1,

y2 = −1,

z2 = 2;


x3 = 2,

y3 = −1,

z3 = 1;
x4 = 2,

y4 = 1,

z4 = −1;


x5 = −1,

y5 = 2,

z5 = 1;


x6 = −1,

y6 = 1,

z6 = 2.

Теорема 2.2. Будь-який симетричний многочлен вiд двох змiнних, можна пред-
ставити через елементарнi симетричнi многочлени σ1, σ2.

Доведення. Нехай f(x, y) складається з одночлена axy

Можливi випадки:
1. Показники степенiв однаковi
2. Показники степенiв рiзнi

Розглянемо перший випадок, коли показники степенiв однаковi

f(x, y) = axkyk

Використавши властивостi степенiв, отримаємо: xkyk = (xy)k . Тому

f(x, y) = a(xy)k = aσk
2

Розглянемо тепер випадок, коли показники степенiв рiзнi

f(x, y) = xmyn

Бачимо, що при замiнi змiнних x на y , а y на x многочлен не буде симетричним. Тому,
потрiбно до нього додати одночлен axnym

f(x, y) = axmyn + axnym = a(xmyn + xnym)

Якщо m < n , то

f(x, y) = a(xmym(xn−m + yn−m)) = a((xy)msn−m) = aσm
2 sn−m

Якщо n i m малi числа, то ми можемо використати формулу 2.1., та представити
степеневу суму через елементарнi симетричнi многочлени. Якщо n або m ≥ 10 дана
формула не буде ефективною. Вiзьмемо для прикладу n = 2026 , а m = 3 . Тодi

f(x, y) = aσ3
2s2023

Для того, щоб знайти степеневу суму 2023 порядку, потрiбно знайти всi попереднi 2022
степеневих сум, а це практично неможливо. Для знаходження таких степеневих сум, у
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1779 роцi англiйський математик Едуард Варiнг винайшов формулу, яка дає можливiсть
зразу знаходити степеневу суму k−го порядку ([5], стор.(15 - 17))

sk =

[ k
2
]∑

i=0

=
(−1)i(k − i− 1)!

i!(k − 2i)!
kσk−2i

1 σi
2 (2.3)

Знайдемо степеневу суму s2 використавши формулу 2.3.

s2 =
(−1)0(2− 1)!

0!2!
2σ2

1σ
0
2 +

(−1)1(2− 2)!

1!(2− 2)!
2σ2−2

1 σ1
2 = σ2

1 − 2σ2

Знайдемо тепер s3

s3 =
(−1)0(3− 1)!

0!3!
3σ3

1σ
0
2 +

(−1)1(3− 2)!

1!(3− 2)!
3σ3−2

1 σ1
2 = σ3

1 − 3σ1σ2

Знайдемо ще одну степеневу суму s6

s6 =
(−1)0(6− 1)!

0!6!
6σ6

1σ
0
2 +

(−1)1(6− 2)!

1!(6− 2)!
6σ6−2

1 σ1
2 +

(−1)2(6− 3)!

2!(6− 4)!
6σ6−4

1 σ2
2+

+
(−1)3(6− 4)!

3!0!
6σ0

1σ
3
2 = σ6

1 − 6σ4
1σ2 + 9σ2

1σ
2
2 − 2σ3

2

Можемо зробити висновок, що дана формула буде виконуватися для степеневої суми
k−го порядку.

Теорема 2.3. Будь-який многочлен, який є iнварiантним вiдносно перестановок
змiнних x, y, z можна виразити через σ1, σ2, σ3 , де

σ1 = x+ y + z,

σ2 = xy + xz + yz,

σ3 = xyz.

Доведення. Розглянемо многочлен f(x, y, z) = axyz , де axyz−одночлен. Як i в теоремi
2.2, можливi два випадки
1. Коли показники степенiв однаковi
2. Показники степенiв рiзнi
У першому випадку, коли показники степенiв однаковi, будемо мати

f(x, y, z) = axkykzk = a(xyz)k = aσk
3

Розглянемо тепер випадок, коли показники степенiв рiзнi

f(x, y, z) = xkynzm

Зрозумiло, що при перестановцi змiнних многочлен не буде симетричним. Тому, потрi-
бно до нього додати одночлени: xkymzn , xnykzm , xnymzk , xmynzk , xmykzn

Многочлен, який буде складатися з такого одночлена, називатимемо орбiтою даного
одночлена, i будемо позначати: O(xkynzm).

O(xkynzm) = xkynzm + xkymzn + xnykzm + xnymzk + xmynzk + xmykzn

Означення 2.8. Орбiту будь-якого многочлена вiд n змiнних можна виразити че-
рез степеневi суми s1, s2, .., sk
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Розглянемо одночлен xkynzm . Можливi випадки:

1.xkynzm

2.xkynz0

3.xkykz0

4.xky0z0

У 4 випадку, орбiта одночлена xky0z0 матиме вигляд

O(xky0z0) = xky0z0 + x0ykz0 + x0y0zk = xk + yk + zk = O(xk) = sk

У 2 випадку, орбiта одночлена xkynz0 матиме вигляд
O(xkyn) = O(xk)O(yn)−O(xk+n) = (xk + yk + zk)(xn + yn + zn)− (xk+n + yk+n + zk+n) =

xk+n + yk+n + zk+n + xkyn + xkzn + ykxn + ykzn + zkxn + zkyn − (xk+n + yk+n + zk+n) =

xkyn + xkzn + ykxn + ykzn + zkxn + zkyn = O(xkyn) = sksn − sk+n

У третьому випадку, орбiта одночлена xkykz0 матиме вигляд

O(xkyk) =
1

2
((O(xk))2−O(x2k)) =

1

2
(xk+ yk+ zk)2− (x2k+ y2k+ z2k) =

1

2
(x2k+ y2k+ z2k+

2xkyk+2xkzk+2ykzk−(x2k+y2k+z2k)) =
1

2
(2(xkyk+xkzk+ykzk) = O(xkyk) =

1

2
(s2k−s2k)

У першому випадку, орбiта одночлена xkynzm матиме вигляд

O(xkymzn) = (xyz)nO(xk−nym− n) = σn
3O(xk−nym−n)

Враховуючи випадок 2, будь-яку орбiту вигляду O(xkyn) можна виразити через степе-
неву суму. Тому ([5], стор.(48 - 50))

O(xkymzn) = σ3(sksn − sk+n) (2.4)

Означення 2.9. Орбiту будь-якого многочлена вiд n змiнних можна виразити че-
рез елементарнi симетричнi многочлени σ1, σ2, ...., σk

Приклад 2.11

O(x4y2z) = (xyz)O(x3y) = σ3(O(x3)O(x)− O(x4)) = σ3(s3s1 − s4) = σ3((σ
3
1 − 3σ1σ2 +

3σ3)σ1 − (σ4
1 − 4σ2

1σ2 + 2σ2
2 + 4σ1σ3)) = σ3(σ

2
1σ2 − 2σ2

2 − σ3σ1) = σ2
1σ2σ3 − 2σ2

2σ3 − σ1σ
2
3
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Висновки до роздiлу 2

У даному роздiлi було розглянуто найпростiшi симетричнi многочлени, якi розгля-
даються у шкiльному курсi математики. Введено поняття про елементарнi симетричнi
многочлени, степеневi суми. Вираження степеневих сум через елементарнi симетричнi
многочлени. Представлення будь-якого многочлена, який є iнварiантним вiдносно пере-
становок змiнних через елементарнi симетричнi многочлени. Доведено основнi теореми
теорiї симетричних многочленiв вiд двох та трьох змiнних. Для доведення теореми 2.3.
введено поняття орбiти одночлена. Враховуючи складнiсть застосування формули 2.1.
для степеневих сум порядку ≥ 6 , виведено формулу, яка дає змогу зразу знаходити сте-
пеневу суму sk−го порядку без шукання попереднiх sk−1 степеневих сум. Встановлено
взаємозв’язок формул Ньютона та Вiєта з елементарними симетричними многочлена-
ми, а також, вираження коренiв рiвняння n−го степеня, у якого старший коефiцiєнт
рiвний одиницi через елементарнi симетричнi многочлени.
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Роздiл 3

Практичне застосування симетричних многочленiв

3.1. Розв’язування рiвнянь за допомогою симетричних много-
членiв

Приклад 3.1 Розв’язати рiвняння ([5], стор.(26))

3

√
1 +

√
x = 2− 3

√
1−

√
x

Зробимо замiну: 3
√

1 +
√
x = u, 3

√
1−

√
x = v . Тодi

u+ v = 2

Введемо допомiжне рiвняння, щоб отримати степеневу суму s3

u3 + v3 = (
3

√
1 +

√
x)3 + (

3

√
1−

√
x)3 = 2

Отримаємо u+ v = 2,

u3 + v3 = 2.

Дана система є симетричною вiдносно перестановок змiнних x та y , i можемо її пред-
ставити через елементарнi симетричнi многочлени σ1 i σ2 , де

σ1 = u+ v, σ2 = uv

У другому рiвняннi системи маємо степеневу суму s3 . За означенням 2.7., будь-яку
степеневу суму можна виразити через елементарнi симетричнi многочлени

s3 = σ3
1 − 3σ1σ2

Отримаємо систему рiвнянь σ1 = 2,

σ3
1 − 3σ1σ2 = 2.

Пiдставимо значення σ1 у друге рiвняння системи, будемо матиσ1 = 2,

8− 6σ2 = 2;

σ1 = 2

σ2 = 1.
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Оскiльки, σ1 = u+ v, σ2 = uv , то u+ v = 2,

uv = 1;

Виражаємо u через v у першому рiвняннi системи та пiдставляємо в друге, отримаємоu = 2− v,

(2− v)v = 1;

u = 2− v,

(v2 − 2v + 1 = 0;

u = 2− v,

(v − 1)2 = 0;

u = 1,

v = 1.

Повернемося до замiни: 3
√
1−

√
x = v

3

√
1−

√
x = 1

1−
√
x = 1

x = 0

Вiдповiдь: x = 0.

Приклад 3.2 Розв’язати рiвняння

3
√
10− x− 3

√
3− x = 1

Зробимо замiну: 3
√
10− x = u, − 3

√
3− x = v . Тодi

u+ v = 1

Введемо допомiжне рiвняння, щоб отримати степеневу суму s3

u3 + v3 = 10− x− (3− x) = 7

Отримаємо u+ v = 1,

u3 + v3 = 7.

Дана система є симетричною вiдносно перестановок змiнних x та y , i можемо її пред-
ставити через елементарнi симетричнi многочлени σ1 i σ2 , де

σ1 = u+ v, σ2 = uv

У другому рiвняннi системи маємо степеневу суму s3 . За означенням 2.7. та формулою
2.1., можемо систему подати у виглядiσ1 = 2,

σ3
1 − 3σ1σ2 = 7.

Пiдставимо значення σ1 у друге рiвняння системи
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σ1 = 1,

1− 3σ2 = 7;

σ1 = 1

σ2 = −2.

Оскiльки, σ1 = u+ v, σ2 = uv , то u+ v = 1,

uv = −2;

Виражаємо u через v у першому рiвняннi системи та пiдставляємо в друге, отримаємоu = 1− v,

(1− v)v = −2;

u = 1− v,

(v2 − v − 2 = 0;

u = 1− v,

v1 = 2, v2 = −1.

Оскiльки система симетрична, то i розв’язки також будуть симетричнимиu1 = −1,

v1 = 2.

u2 = 2,

v2 = −1.

Повернемося до замiни: 3
√
10− x = u ,

3
√
10− x = −1

10− x = −1, x1 = 11.

У випадку, коли u = 2 , матимемо

3
√
10− x = 2

10−
√
x = 8, x2 = 2.

Вiдповiдь: x = 2, x = 11.

Приклад 3.3 Розв’язати рiвняння

x+
√
17− x2 + x

√
17− x2 = 9

Зробимо замiну:
√
17− x2 = y , y ≥ 0 . Тодi

x+ y + xy = 9

Введемо допомiжне рiвняння, щоб отримати степеневу суму s2

x2 + y2 = x2 + (
√
17− x2)2

Отримаємо x+ y + xy = 9,

x2 + y2 = x2 + (
√
17− x2)2;

x+ y + xy = 9,

x2 + y2 = 17.
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Дана система є симетричною вiдносно перестановок змiнних x та y , i можемо її пред-
ставити через елементарнi симетричнi многочлени σ1 i σ2 , де

σ1 = x+ y, σ2 = xy

У другому рiвняннi системи маємо степеневу суму s2 . За означенням 2.7., будь-яку
степеневу суму можна виразити через елементарнi симетричнi многочлени

s2 = x2 + y2 = (x+ y)2 − 2xy = σ2
1 − 2σ2

Отримаємо систему рiвняньσ1 + σ2 = 9,

σ2
1 − 2σ2 = 17;

σ2 = 9− σ1,

σ2
1 − 2(9− σ1) = 17;

σ2 = 9− σ1,

σ2
1 + 2σ1 − 35 = 0.

Використавши теоеру Вiєта, знаходимо розв’язки другого рiвняння системи:

σ1 = 5, σ1 = −7

Пiдставимо знайденi значення у перше рiвняння системи. Будемо мати двi системи
рiвнянь σ1 = 5,

σ2 = 4;

σ1 = −7,

σ2 = 16;

Оскiльки, σ1 = x+ y, σ2 = xy , тоx+ y = 5,

xy = 4;

x+ y = −7,

xy = 16.

Перша система має розв’язки x1 = 1,

y1 = 4;

x2 = 4,

y2 = 1.

Знайдемо розвязки другої системи рiвнянь. У першому рiвняннi системи виражаємо x

через y , та пiдставляємо у друге рiвняння ситеми, отримаємо

x = −7− y,

y(−7− y) = 16;

x = −7− y,

y2 + 7y + 16 = 0.

Розв’яжемо друге рiвняння системи

y2 + 7y + 16 = 0

D = 49− 64 = −15 < 0

D < 0 , то y3,4 =
−7±i

√
15

2

x3 =
−7−i

√
15

2
,

y3 =
−7+i

√
15

2
;

x4 =
−7+i

√
15

2
,

y4 =
−7−i

√
15

2
.
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Надалi, при розвязуваннi iррацiональних рiвнянь, у випадку, коли D < 0 розгляда-
ти не будемо, тому що коренi будуть комплексними.
Вiдповiдь: x1 = 1; x2 = 4.

Приклад 3.4 Розв’язати рiвняння ([5], стор.(26))

x
3
√
35− x3(x+

3
√
35− x3) = 30

Зробимо замiну: 3
√
35− x3 = y . Тодi

xy(x+ y) = 30

Введемо допомiжне рiвняння, щоб отримати степеневу суму s3 .

x3 + y3 = x3 + (35− x3)

Отримаємо xy(x+ y) = 30,

x3 + y3 = x3 + (35− x3);

xy(x+ y) = 30,

x3 + y3 = 35.

Дана система є симетричною вiдносно перестановок змiнних x та y , i можемо її
представити через елементарнi симетричнi многочлени σ1 i σ2 , де

σ1 = x+ y, σ2 = xy

У другому рiвняннi системи маємо степеневу суму s3 . За означенням 2.7., будь-яку
степеневу суму можна виразити через елементарнi симетричнi многочлени

x3 + y3 = (x+ y)3 − 3x2y − 3xy2 = (x+ y)3 − 3xy(x+ y) = σ3
1 − 3σ1σ2

Матимемо систему σ1σ2 = 30

σ3
1 − 3σ1σ2 = 35

З даної системи знаходимо зачення σ1, σ2σ2 =
30

σ1

,

σ3
1 − 3 · 30 = 35;

σ2 =
30

σ1

,

σ3
1 = 125;

σ1 = 5,

σ2 = 6;

Оскiльки, σ1 = x+ y, σ2 = xy , тоx+ y = 5,

xy = 6;

x1 = 2,

y1 = 3;

x2 = 3,

y2 = 2.

Вiдповiдь: x1 = 2, x2 = 3 .
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Приклад 3.5 Розв’язати рiвняння

5

√
1

2
+ x+

5

√
1

2
− x = 1

Зробимо замiну:
5

√
1

2
+ x = u,

5

√
1

2
− x = v

Тодi
u+ v = 1

Введемо допомiжне рiвняння, щоб отримати степеневу суму s5 .

u5 + v5 =
1

2
+ x+

1

2
− x

Отримаємо u+ v = 1

u5 + v5 = 1

За означенням 2.7. та та формулою 2.1., система матиме виглядσ1 = 1,

σ5
1 − 5σ3

1σ2 + 5σ1σ
2
2 = 1;

Пiдставляємо значення σ1 у друге рiвняння системи, матимемоσ1 = 1,

15 − 5 · 13σ2 + 5 · 1σ2
2 = 1;

σ1 = 1,

5σ2
2 − 5σ2 = 0;

σ1 = 1,

5σ2(σ2 − 1) = 0.

Добуток рiвний нулю, тодi i тiльки тодi, коли один iз множникiв дорiвнює нулю. Отже

5σ2 = 0, σ2 − 1 = 0

σ2 = 0, σ2 = 1

Маємо двi системи рiвнянь σ1 = 1,

σ2 = 0;

σ1 = 1,

σ2 = 1.

Розглянемо першу систему. Оскiльки, σ1 = x+ y, σ2 = xy , тоu+ v = 1,

uv = 0;

u = 1− v,

(1− v)v = 0;

u = 1− v,

v2 − v = 0;

u = 1− v,

v = 0, v = 1.

Отримуємо розв’язок першої системиu1 = 1,

v1 = 0;

u2 = 0,

v2 = 1;

Тепер розглянемо систему σ1 = 1,

σ2 = 1.
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u+ v = 1,

uv = 1;

u = 1− v,

(1− v)v = 1;

u = 1− v,

v2 − v + 1 = 0.

Знаходимо коренi квадратного рiвняння: v2 − v + 1 = 0

D = 1− 4 = −3 < 0

Рiвняння буде мати комплекснi коренi, а отже i система рiвнянь також буде мати ком-
плекснi коренi, а для iррацiональних рiвнянь беруться тi значення невiдомих, якi нале-
жать множинi дiйсних чисел.

Повернемося до замiни: 5

√
1

2
+ x = u

1 випадок, коли u = 1

5

√
1

2
+ x = 1

1

2
+ x = 1

x1 =
1

2
2 випадок, коли u = 0

5

√
1

2
+ x = 0

1

2
+ x = 0

x2 = −1

2

Вiдповiдь: x1 =
1

2
, x2 = −1

2
.

Приклад 3.6 Розв’язати рiвняння

4
√
41 + x+ 4

√
41− x = 2

Зробимо замiну:
4
√
41 + x = u, 4

√
41− x = v, u; v ≥ 0

Тодi

u+ v = 2

Введемо допомiжне рiвняння, щоб отримати степеневу суму s4 .

u4 + v4 = 41 + x+ 41− x

Отримаємо u+ v = 2

u4 + v4 = 82
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Дана система є симетричною вiдносно перестановок змiнних x та y , i можемо її
представити через елементарнi симетричнi многочлени σ1 i σ2 , де

σ1 = x+ y, σ2 = xy

За означенням 2.7., виразимо степеневу суму через елементарнi симетричнi многочлени,
для цього використаємо формулу 2.1., матимемо

s4 = u4 + v4 = σ4
1 − 4σ2

1σ2 + 2σ2
2 = 82

Отримаємо систему σ1 = 2,

σ4
1 − 4σ2

1σ2 + 2σ2
2 = 82;

Пiдставимо значення σ1 у друге рiвняння системиσ1 = 2,

16− 16σ2 + 2σ2
2 = 82.

Розв’язуємо друге рiвняння системи. За теоремою Вiєта знаходимо коренi квадратного
рiвняння: σ2

2 − 8σ2 − 33 = 0

σ2 = 11, σ2 = −3

Оскiльки, σ1 = x+ y, σ2 = xy , тоu+ v = 2,

uv = 11;

u+ v = 2,

uv = −3.

Розглянемо другу систему. У першому рiвняннi системи виражаємо u через v , та пiд-
сталяємо у друге рiвняння системи, отримаємоu = 2− v,

(2− v)v = −3;

u = 2− v,

v2 − 2v − 3 = 0.

Коренi квадратного рiвняння: v2 − 2v − 3 = 0

v1 = 3, v2 = −1

Оскiльки система симетрична, то i розв’язки також симетричнiv1 = 3,

u1 = −1;

v2 = −1,

u2 = 3.

Знайденi значення не задовольняють рiвняння, оскiльки u, v ≥ 0

Розглянемо тепер систему u+ v = 2,

uv = 11;
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У першому рiвняннi системи виражаємо u через v , та пiдсталяємо у друге рiвняння
системи, отримаємо u = 2− v,

(2− v)v = 11;

u = 2− v,

v2 − 2v + 11 = 0.

Знаходимо коренi квадратного рiвняння: v2 − 2v + 11 = 0

D = 4− 44 = −40 < 0

Рiвняння буде мати комплекснi коренi, а отже i система рiвнянь також буде мати ком-
плекснi коренi.
Вiдповiдь: ∅

Приклад 3.7 Розв’язати рiвняння ([4], стор.(26))

4

√
78 +

3

√
24 +

√
x− 4

√
84− 3

√
30−

√
x = 0

Виконаємо деякi тотожнi перетворення

4

√
78 +

3

√
24 +

√
x =

4

√
84− 3

√
30−

√
x

78 +
3

√
24 +

√
x = 84− 3

√
30−

√
x

3

√
24 +

√
x+

3

√
30−

√
x = 6

Зробимо замiну:
3
√

24 +
√
x = u, 3

√
30−

√
x = v . Тодi

u+ v = 6

Введемо допомiжне рiвняння, щоб отримати степеневу суму s3 .

u3 + v3 = 24 +
√
x+ 30−

√
x = 54

Отримаємо систему рiвнянь u+ v = 6

u3 + v3 = 54

За означенням 2.7., система матиме виглядσ1 = 6

σ3
1 − 3σ1σ2 = 54

З даної системи знаходимо зачення σ1, σ2 . Пiдставляємо значення σ1 у друге рiвняння
системи σ1 = 6,

63 − 18σ2 = 54;

σ1 = 6,

−18σ2 = −162;

σ1 = 6,

σ2 = 9.
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Оскiльки, σ1 = x+ y, σ2 = xy , то u+ v = 6,

uv = 9.

Знаходимо розв’язки системи: u = v = 3

Повернемося до замiни: 3
√
24 +

√
x = u

24 +
√
x = 27;

√
x = 3;

x = 9.

Вiдповiдь: x = 9 .

Приклад 3.8 Розв’язати рiвняння

z4 + (1− z)4 = 1

Зробимо замiну: y = 1− z . Тодi

y + z = 1

Введемо допомiжне рiвняння, щоб отримати степеневу суму s4

z4 + y4 = 1

Отримаємо y + z = 1,

z4 + y4 = 1.

Дана система є симетричною вiдносно перестановок змiнних z та y , i можемо її пред-
ставити через елементарнi симетричнi многочлени σ1 i σ2 , де

σ1 = z + y, σ2 = zy

За означенням 2.7., будь-яку степеневу суму можна виразити через елементарнi симе-
тричнi многочлени

s4 = z4 + y4 = σ4
1 − 4σ2

1σ2 + 2σ2
2

Отримаємо систему рiвняньσ1 = 1,

σ4
1 − 4σ2

1σ2 + 2σ2
2 = 1;

σ1 = 1,

1− 4σ2 + 2σ2
2 = 1;

σ1 = 1,

2σ2(σ2 − 2) = 0.

Добуток рiвний нулю, коли один iз множникiв дорiвнює нулю, томуσ1 = 1,

σ2 = 0, σ2 = 2.
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Будемо мати двi системи рiвняньσ1 = 1,

σ2 = 0;

σ1 = 1,

σ2 = 2;

Оскiльки, σ1 = z + y, σ2 = zy , тоz + y = 1,

zy = 0;

z + y = 1,

zy = 2.

Перша система має розв’язки y1 = 1,

z1 = 0;

y2 = 0,

z2 = 1.

Знайдемо розвязки другої системи рiвнянь. У першому рiвняннi системи виражаємо y

через z , та пiдставляємо у друге рiвняння системи, отримаємо

y = 1− z,

(1− z)z = 2;

y = 1− z,

z2 − z + 2 = 0.

Знайдемо коренi квадратного рiвняння: z2 − z + 2 = 0

z2 − z + 2 = 0

D = 1− 8 = −7 < 0

Оскiльки, D < 0 , то z3,4 =
1±i

√
7

2
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3.2. Розв’язування систем рiвнянь за допомогою симетричних
многочленiв

Приклад 3.9 Розв’язати систему рiвнянь
√
x−√

y = 2
√
xy,

x+ y = 20

Зробимо замiну:
√
x = u, −√

y = v , отримаємо систему рiвняньu+ v = −2uv,

u2 + v2 = 20.

Система є iнварiантною вiдносно перестановок змiнних, можемо симетричнi многочлени
представити через елементарнi симетричнi многочлени. Матимемоσ1 = −2σ2,

σ2
1 − 2σ2 = 20.

Пiдставимо значення σ1 у друге рiвняння системиσ1 = −2σ2,

4σ2
2 − 2σ2 = 20;

σ1 = −2σ2,

2σ2
2 − σ2 = 10.

Розв’язуємо друге рiвняння системи: 2σ2
2 − σ2 = 10

D = 1 + 80 = 81

σ2 =
5

2
, σ2 = −2

Маємо двi системи рiвнянь σ1 = −5,

σ2 =
5

2
;

σ1 = 4,

σ2 = −2.

Оскiльки, σ1 = u+ v, σ2 = uv , тоu+ v = −5,

uv =
5

2
;

u+ v = 4,

uv = −2.

Розглянемо тiльки другу систему рiвнянь, тому що нас задовольняє випадок σ2 < 0 .
У першому рiвняннi системи виражаємо u через v , та пiдсталяємо у друге рiвняння
системи, отримаємо u = 4− v,

(4− v)v = −2;

u = 2− v,

v2 − 4v − 2 = 0.

Коренi квадратного рiвняння: v2 − 4v − 2 = 0

D = 18 + 8 = 24

v1 =
4 + 2

√
6

2
= 2 +

√
6
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v2 =
4− 2

√
6

2
= 2−

√
6

Оскiльки система симетрична, то i розв’язки також симетричнi
Повернемося до замiни: −√

y = v

−√
y = 2 +

√
6, y1 = 10 + 4

√
6

−√
y = 2−

√
6, y2 = 10− 4

√
6

Вiдповiдь: (10− 4
√
6; 10 + 4

√
6), (10 + 4

√
6; 10− 4

√
6)

Приклад 3.10 Розв’язати систему рiвнянь
x2 + y2 =

5

2
xy

x− y =
1

4
xy

Зробимо замiну: t = −y
x2 + t2 = −5

2
xt,

x+ t = −1

4
xt;


(x+ t)2 − 2xt+

5

2
xt = 0,

x+ t = −1

4
xt.

Система є iнварiантною вiдносно перестановок змiнних, можемо симетричнi многочлени
представити через елементарнi симетричнi многочлени. Матимемо

σ2
1 − 2σ2 = −5

2
σ2,

σ1 = −1

4
σ2;


σ2
1 +

1

2
σ2 = 0,

σ1 = −1

4
σ2.

Пiдставимо значення σ1 у перше рiвняння системи. Тодi
1

16
σ2
2 +

1

2
σ2 = 0,

σ1 = −1

4
σ2.

У першому рiвняннi системи виносимо спiльний множник за дужки
1

2
σ2(

1

8
σ2 + 1) = 0

Добуток дорiвнює нулю тодi, коли один iз множникiв рiвний нулю. Отже

σ2 = 0, σ2 = −8

Матимемо двi системи σ1 = 0,

σ2 = 0;

σ1 = 2,

σ2 = −8.

Оскiльки, σ1 = x+ t, σ2 = xt , тоx+ t = 0,

xt = 0;

x+ t = 2,

xt = −8.
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Перша система має розв’язки x1 = x2 = 0

t1 = t2 = 0

Друга система має розв’язки x3 = 4,

t3 = −2;

x4 = −2,

t4 = 4.

Повернемося до замiни: t = −yx1 = x2 = 0,

y1 = y2 = 0;

x3 = 4,

y3 = 2;

x4 = −2,

y4 = −4.

Вiдповiдь: (0;0), (4;2), (-2;-4)

Приклад 3.11 Розв’язати систему рiвняньx5 − y5 = 3093

x− y = 3

Робимо замiну: −y = z , отримаємоx5 + z5 = 3093

x+ z = 3

Система є iнварiантною вiдносно перестановок змiнних, за означенням 2.7. та формулою
2.1., подамо степеневу суму s5 через елементарнi симетричнi многочлени

s5 = σ5
1 − 5σ2

1σ2 + 5σ1σ
2
2

Отримаємо систему рiвняньσ5
1 − 5σ2

1σ2 + 5σ1σ
2
2 = 3093,

σ1 = 3;

σ1 = 3,

243− 45σ2 + 15σ2
2 = 3093.

Знайдемо коренi другого рiвняння системи

15σ2
2 − 135σ2 − 2850 = 0

σ2
2 − 9σ2 − 190 = 0

коренi рiвняння: σ2 = −10, σ2 = 19

Маємо двi системи рiвнянь σ1 = 3,

σ2 = −10;

σ1 = 3,

σ2 = 19.
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Оскiльки, σ1 = x+ z, σ2 = xz , тоx+ z = 3,

xz = −10;

x+ z = 3,

xz = 19.

Перша система має розв’язкиx1 = 5,

z1 = −2;

x2 = −2,

z2 = 5.

Розв’язки другої системиx3 =
3+i

√
67

2
,

z3 =
3−i

√
67

2
;

x4 =
3−i

√
67

2
,

z4 =
3+i

√
67

2
.

Повернемося до замiни: −y = z , отримаємоx1 = 5,

y1 = 2;

x2 = −2,

y2 = −5;

x3 =
3+i

√
67

2
,

y3 =
−3+i

√
67

2
;

x4 =
3−i

√
67

2
,

y4 =
−3−i

√
67

2
.

Вiдповiдь: (5; 2), (−5;−2), (3+i
√
67

2
; −3+i

√
67

2
), (3−i

√
67

2
; −3−i

√
67

2
) .

Приклад 3.12 Розв’язати систему рiвнянь ([4], стор.(22))x+ y = 7
x

y
+

y

x
=

25

12

Домножимо лiву та праву частину другого рiвняння системи на xy , Отримаємоx+ y = 7

x2 + y2 =
25

12
xy

Дана система рiвнянь є iнварiантною вiдносно перестановок змiнних. Тому, за означе-
нням 2.7. та формулою 2.1., її можна записати у виглядiσ1 = 7,

σ2
1 − 2σ2 =

25

12
σ2.

Виконаємо деякi тотожнi перетворення, отримаємоσ1 = 7,

49− 49

12
σ2 = 0;

σ1 = 7,
49

12
σ2 = 49;

σ1 = 7,

σ2 = 12.

Оскiльки, σ1 = x+ y, σ2 = xy , тоx+ y = 7,

xy = 12.
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У першому рiвняннi системи виражаємо x через y та пiдставляємо у друге рiвняння
системи, отримуємо x = 7− y,

(7− y)y = 12;

x = 7− y,

y2 − 7y + 12 = 0.

За теоремою Вiєта знаходимо коренi квадратного рiвняння: y2 − 7y + 12 = 0

y1 = 3, y2 = 4

Оскiльки система симетрична, то i розв’язки також будуть симетричними, томуx1 = 4,

y1 = 3;

x2 = 3,

y2 = 4.

Вiдповiдь: (4;3),(3;4).

Приклад 3.13 Розв’язати систему рiвняньx
3
4 + y

3
5 = 35,

x
1
4 + y

1
5 = 5

Зробимо замiну: x
1
4 = u, y

1
5 = v , отримаємо систему рiвняньu+ v = 5,

u3 + v3 = 35.

Система є iнварiантною вiдносно перестановок змiнних, можемо симетричнi многочлени
представити через елементарнi симетричнi многочлени. Матимемоσ1 = 5,

σ3
1 − 3σ1σ2 = 35.

Пiдставимо значення σ1 у друге рiвняння системиσ1 = 5,

125− 15σ2 − 35 = 0;

σ1 = 5,

3σ2 = 18;

σ1 = 5,

σ2 = 6.

Оскiльки, σ1 = u+ v, σ2 = uv , тоu+ v = 5,

uv = 6;

Розв’язки даної системи u1 = 2,

v1 = 3;

u2 = 3,

v2 = 2.
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Повернемося до замiни: x
1
4 = u, y

1
5 = vx1 = 16,

y1 = 243;

x2 = 81,

y2 = 32.

Вiдповiдь: (16; 243), (81; 32).

Приклад 3.14 Розв’язати систему рiвнянь
x5 + y5

x3 + y3
=

31

7

x2 + xy + y2 = 3

Оскiльки, система є iнварiантною вiдносно перестановок змiнних. За формулою 2.1.,
подамо степеневi суми через елементарнi симетричнi многочлени

s2 = x2 + y2 = (x+ y)2 − 2xy = σ2
1 − 2σ2

s3 = x3 + y3 = σ3
1 − 3σ1σ2

s5 = x5 + y5 = σ5
1 − 5σ3

1σ2 + 5σ1σ
2
2

Отримаємо систему 
σ5
1 − 5σ3

1σ2 + 5σ1σ
2
2

σ3
1 − 3σ1σ2

=
31

7
,

σ2
1 − 2σ2 + σ2 = 3.

Помножимо лiву та праву частину першого рiвняння системи на 7, матимемо7(σ5
1 − 5σ3

1σ2 + 5σ1σ
2
2) = 31(σ3

1 − 3σ1σ2),

σ2
1 − σ2 = 3.

Подiлимо на σ1 перше рiвняння системи7(σ4
1 − 5σ2

1σ2 + 5σ2
2) = 31(σ2

1 − 3σ2)

σ2 = σ2
1 − 3

Пiдставимо значення σ2 у перше рiвнянняσ2 = σ2
1 − 3,

7σ4
1 − 35σ2

1σ2 + 35σ2
2 − 31σ2

1 + 93σ2;

σ2 = σ2
1 − 3,

7σ4
1 − 43σ2

1 + 36 = 0.

Розв’язуємо друге рiвняння системи: 7σ4
1 − 43σ2

1 + 36 = 0

Зробимо замiну: σ2
1 = t

7t2 − 43t+ 36 = 0

D = 1849− 1008 = 841

t1,2 =
43± 29

14

Отже, t1 = 1, t2 =
36

7
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Повернемося до замiни: t = σ2
1 . Знаходимо значення σ1

σ2
1 = 1, σ1 = ±1

σ2
1 =

36

7
, σ1 = ± 6√

7σ1 = ±1,

σ2 = −2;


σ1 = ± 6√

7
,

σ2 =
15

7
.

Оскiльки, σ1 = x+ y, σ2 = xy , тоx+ y = ±1,

xy = −2;


x+ y = ± 6√

7
,

xy =
15

7
.

Перша система матиме розв’язкиx1 = 1,

y1 = −2;

x2 = 2,

y2 = −1;

x3 = −1,

y3 = 2;

x4 = −2,

y4 = 1.

Друга система матиме 4 розв’язки. Розглянемо випадок, коли
x+ y =

6√
7
,

xy =
15

7
.

У першому рiвняннi системи виражаємо x через y i пiдставляємо у друге рiвняння.
Маємо 

x =
6√
7
− y

y(
6√
7
− y) =

15

7

Знайдемо коренi другого рiвняння системи

y2 − 6√
7
y +

15

7
= 0

D =
36

7
− 60

7
= −24

7
D < 0 , то рiвняння матиме комплекснi розв’язки

y5,6 =

6√
7
± i

√
24
7

2
=

6± i
√
24

14
=

3± i
√
6

7

x5,6 =
6√
7
− 3± i

√
6√

7
=

3∓ i
√
6√

7
Оскiльки, система рiвнянь симетрична, то i її розв’язки також будуть симетричними

x5 =
3− i

√
6

7
,

y5 =
3 + i

√
6

7
;


x6 =

3 + i
√
6

7
,

y6 =
3− i

√
6

7
.
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У випадку, коли 
x+ y = − 6√

7
,

xy =
15

7
.

Система має такi розв’язки
x7 =

−3 + i
√
6

7
,

y7 =
−3− i

√
6

7
;


x8 =

−3− i
√
6

7
,

y8 =
−3 + i

√
6

7
.

Приклад 3.15 Розв’язати систему рiвнянь ([4], стор.(62))
x+ y + z = 9
1

x
+

1

y
+

1

z
= 1

xy + xz + yz = 27

Виконаємо дякi тотожнi перетворення, отримаємо
x+ y + z = 9

xy + xz + yz = xyz

xyz = 27

За теоремою 2.1., складаємо кубiчне рiвняння

t3 − 9t2 + 27t− 27 = 0

t3 − 9t2 + 27t− 27 = (t− 3)(t2 − 6t+ 9) = (t− 3)(t− 3)2 = (t− 3)3

t1 = t2 = t3 = 3

розв’язки системи спiвпадають, тому

x = y = z = 3
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3.3. Зворотнi рiвняння

Розглянемо многочлен f(z) = a0z
n + a1z

n−1 + .....+ an , a0 ̸= 0, n ∈ N .
Якщо коефiцiєнти a0, a1, ..., an , якi рiвновiддаленi вiд його кiнцiв спiвпадають, то такий
многочлен називають зворотнiм. Тобто a0 = an, a1 = an−1, a2 = an−2.

Рiвняння f(z) = 0 називається зворотнiм, якщо f(z) зворотнiй многочлен.

Означення 3.1. Будь-який зворотнiй многочлен парного степеня f(z) = a0z
2k +

a1z
2k−1 + .....+ a2k−1z + a2k можна представити у виглядi

f(z) = zkq(σ)

де σ = z +
1

z
, а q−деякий многочлен вiд σ степеня k

Доведемо, що будь-який зворотнiй многочлен можна представити через елементарнi
симетричнi многочлени

f(z) = a0z
2k + a1z

2k−1 + .....+ a2k−1z + a2k = zk(a0z
k + a1z

k−1 + .....+ a2k−1
1

zk − 1
+ a2k

1

zk

Оскiльки a0 = an, a1 = an−1, a2 = an−2, то

f(z) = zk(a0(z
k +

1

zk
) + a1(z

k−1 +
1

zk − 1
) + .....+ ak)

Степенева сума sk = xk + yk

Зробимо замiну: x = z, y =
1

z
. Будемо мати

sk = xk + yk = zk +
1

zk

За означенням 2.7 степеневу суму можна представити через елементарнi симетричнi

многочлени. Позначимо через σ1 = zk +
1

zk
, а через σ2 = zk · 1

zk
= 1 . Скористаємося

формулою 2.1. та пiдставимо σ2 = 1 . Будемо мати

sk = σ1sk−1 − σ2sk−2

s1 = z +
1

z
= σ1

s2 = z2 +
1

z2
= σ2

1 − 2σ2 = σ2
1 − 2

s3 = z3 +
1

z3
= σ1(σ

2
1 − 2σ2)− σ2σ1 = σ3

1 − 3σ1

s4 = z4 +
1

z4
= σ1(σ

3
1 − 3σ1σ2)− σ2(σ

2
1 − 2σ2) = σ4

1 − 4σ2
1 + 2

s5 = z5 +
1

z5
= σ1(σ

4
1 − 4σ2

1σ2 + 2σ2
2)− σ2(σ

3
1 − 3σ1σ2) = σ5

1 − 5σ3
1 + 5σ1

................................................................................................................................................

Розглянемо випадок коли многочлен степеня 2k + 1

f(z) = a0z
2k+1 + a1z

2k + .....+ a2kz + a2k+1
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Оскiльки a0 = an, a1 = an−1, a2 = an−2, то

f(z) = a0(z
2k+1 + 1) + a1(z

2k + z) + .....+ ak(z
k+1 + zk) =

= a0(z
2k+1 + 1) + a1z(z

2k−1 + 1) + .....+ akz
k(z + 1) = (z + 1)q(z)

де q(z)−многочлен парного степеня

Означення 3.2. Будь-який зворотнiй многочлен непарного степеня f(z) = a0z
2k+1+

a1z
2k + .....+ a2kz + a2k+1 дiлиться на (z + 1), причому часткою вiд дiлення є зворотнiй

многочлен парного степеня

Приклад 3.16. Розв’язати рiвняння

z8 + 4z6 − 10z4 + 4z4 + 1 = 0

Виконаємо деякi тотожнi перетворення

z4(z4 + 4z2 − 10 +
4

z2
+

1

z4
= 0

z4((z4 +
1

z4
) + 4(z2 +

1

z2
)− 10 = 0

z = 0 не є коренем рiвняння

Зробимо замiну:σ1 = z +
1

z
, а через σ2 = z · 1

z
= 1 . Будемо мати

s2 = z2 +
1

z2
= σ2

1 − 2

s4 = z4 +
1

z4
= σ4

1 − 4σ2
1 + 2

σ4
1 − 4σ2

1 + 2 + 4σ2
1 − 8− 10 = 0

σ4
1 = 16

Коренi даного рiвняння: 1)2; 2)-2; 3)2i; 4)-2i.

Повернемося до замiни:σ1 = z +
1

z

1)z +
1

z
= 2;

z2 − 2z + 1 = 0;

(z − 1)2 = 0;

z1 = 1, z2 = 1.

2)z +
1

z
= −2;

z2 + 2z + 1 = 0;
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(z + 1)2 = 0;

z3 = −1, z4 = −1.

3)z +
1

z
= 2i;

z2 − 2zi+ 1 = 0;

D = −4− 4 = −8,
√
D =

√
−8 = 2i

√
2;

z5 =
2i+ 2i

√
2

2
= i+ i

√
2 = i(1 +

√
2);

z6 =
2i− 2i

√
2

2
= i− i

√
2 = i(1−

√
2);

4)z +
1

z
= −2i;

z2 + 2zi+ 1 = 0;

D = −4− 4 = −8,
√
D =

√
−8 = 2i

√
2;

z7 =
−2i+ 2i

√
2

2
= −i+ i

√
2 = i(−1 +

√
2);

z8 =
−2i− 2i

√
2

2
= −i− i

√
2 = i(−1−

√
2);

Вiдповiдь:1;−1; i(1 +
√
2); i(1−

√
2); i(−1 +

√
2); i(−1−

√
2).

Приклад 3.17. Розв’язати рiвняння

2x3 − 5x2 − 5x+ 2 = 0

Виконаємо деякi тотожнi перетворення

2(x3 + 1)− 5(x2 + x) = 0

2(x+ 1)(x2 − x+ 1)− 5x(x+ 1) = 0

(x+ 1)(2x2 − 7x+ 2) = 0

(x+ 1) = 0, (2x2 − 7x+ 2) = 0

(x+ 1) = 0, x1 = −1

2x2 − 7x+ 2 = 0

D = 49− 16 = 33;

x2 =
7 +

√
33

4
=

7

4
+

√
33

4
;

x3 =
7−

√
33

4
=

7

4
−

√
33

4
.

Вiдповiдь:−1;
7

4
+

√
33

4
;
7

4
−

√
33

4
.
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Висновки до роздiлу 3

У даному роздiлi розглянуто практичне застосування теорiї симетричних многочле-
нiв до розв’язування рiвнянь, зворотнiх рiвнянь та систем рiвнянь. Наведено декiлька
прикладiв зi шкiльного пiдручника. У пiдручниках не значна частина рiвнянь чи си-
стем рiвнянь, до яких можна застосувати даний метод. Тому, теорiю симетричних мно-
гочленiв у шкiльному курсi математики не вивчають. Але, принцип дiї даного методу
використовують, i називають його замiною змiнних. Даний метод доцiльно розглядати
у позакласнiй роботi з математики, тому що вiн буде не тiльки корисним, але й цiкавим.
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Роздiл 4

Симетричнi многочлени у шкiльному курсi математики

4.1. Аналiз методики використання симетричних многочленiв
у шкiльних пiдручниках

Розглянемо рiвняння та системи рiвнянь взятих зi шкiльних пiдручникiв до яких
можна застосувати теорiю симетричних многочленiв, а також з’ясуємо, який метод про-
понується учням використати для їх вирiшення.

Приклад 4.1 Розв’язати рiвняння ([2], стор.(174,№15.22))x4 + y4 = 17,

x2 + y2 = 5;

Учням пропонується зробити замiну: x2 + y2 = u , x2 · y2 = v . Тодiu2 − 2v = 17,

u = 5;

Використаємо теорiю симетричних многочленiв до розв’язання системи
Дана система рiвнянь є iнварiантною вiдносно перестановок змiнних. Тому, за означе-
нням 2.7. та формулою 2.1., її можна записати у виглядiσ4

1 − 4σ2
1σ2 + 2σ2

2 = 17,

σ2
1 − 2σ2 = 5;

σ2
1 = 5 + 2σ2,

(5 + 2σ2)
2 − 4(5 + 2σ2)σ2 + 2σ2

2 = 17.

Розв’яжемо друге рiвняння системи

(5 + 2σ2)
2 − 4(5 + 2σ2)σ2 + 2σ2

2 = 17

25 + 20σ2 + 4σ2
2 − 20σ2

2 − 8σ2
2 + 2σ2

2 = 17

−2σ2
2 = −8

σ2
2 = 4

σ2 = 2, σ2 = −2

Маємо 4 системи рiвняньσ1 = 1,

σ2 = −2;

σ1 = −1,

σ2 = −2;

σ1 = 3,

σ2 = 2;

σ1 = −3,

σ2 = 2.
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Розглянемо першу систему рiвняньσ1 = 1,

σ2 = −2;

x+ y = 1,

xy = −2;

x = 1− y,

y2 − y − 2 = 0.

За теоремою Вiєта знаходимо коренi квадратного рiвняння:y2 − y − 2 = 0

y1 = 2, y2 = −1;

x1 = −1, x2 = 2.

Розглянемо 2 систему рiвняньσ1 = −1,

σ2 = −2;

x+ y = −1,

xy = −2;

x = −1− y,

y2 + y − 2 = 0.

За теоремою Вiєта знаходимо коренi квадратного рiвняння:y2 + y − 2 = 0

y3 = −2, y4 = 1;

x3 = 1, x4 = −2.

Третя система рiвнянь має розв’язкиσ1 = 3,

σ2 = 2;

x+ y = 3,

xy = 2;

x = 3− y,

y2 − 3y + 2 = 0.

За теоремою Вiєта знаходимо коренi квадратного рiвняння:y2 − 3y + 2 = 0

y5 = 2, y6 = 1;

x5 = 1, x6 = 2.

Розглянемо 4 систему рiвняньσ1 = −3,

σ2 = 2;

x+ y = −3,

xy = 2;

x = −3− y,

y2 + 3y + 2 = 0.

За теоремою Вiєта знаходимо коренi квадратного рiвняння:y2 + 3y + 2 = 0

y7 = −2, y8 = −1;

x7 = −1, x8 = −2.

Вiдповiдь: (-1;2), (2;-1), (1;-2), (-2;1), (1;2), (2;1), (-1;-2), (-2;-1).

Приклад 4.2 Розв’язати систему рiвнянь ([2], стор.(173,№15.16))x+ y + xy = 5,

x2 + y2 + xy = 7;

Учням пропонується зробити замiну: x+ y = u , xy = v . Тодiu+ v = 5,

u2 − v = 7;
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Використаємо теорiю симетричних многочленiв до розв’язання системи
Система є iнварiантною вiдносно перестановок змiнних, можемо симетричнi многочлени
представити через елементарнi симетричнi многочлени. Матимемоσ1 + σ2 = 5,

σ2
1 − 2σ2 + σ2 = 7;

σ1 = 5− σ2,

σ2
1 − 2σ2 + σ2 = 7.

Пiдставимо значення σ1 у друге рiвняння системиσ1 = 5− σ2,

(5− σ2)
2 − σ2 − 7 = 0

Шукаємо коренi квадратного рiвняння: (5− σ2)
2 − σ2 − 7 = 0

25− 10σ2 + σ2
2 − σ2 − 7 = 0

σ2
2 − 11σ2 + 18 = 0

За теоремою Вiєта знаходимо коренi: σ2 = 9 , σ2 = 2

Маємо двi системи рiвнянь σ1 = −4,

σ2 = 9;

σ1 = 3,

σ2 = 2.

Розглянемо першу систему рiвняньσ1 = −4,

σ2 = 9;

x+ y = −4,

xy = 9;

x = −4− y,

y2 + 4y + 9 = 0;

D = 16− 36 = −20,
√
D = 2i

√
5

y1 =
−4 + 2i

√
5

2
= −2 + i

√
5, y2 =

−4− 2i
√
5

2
= −2− i

√
5;

x1 = −4− (−2 + i
√
5) = −2− i

√
5, x2 = −4− (−2− i

√
5) = −2 + i

√
5.

Розглянемо другу систему рiвняньσ1 = 3,

σ2 = 2;

x+ y = 3,

xy = 2;

x = 3− y,

y2 − 3y + 2 = 0.

За теоремою Вiєта знаходимо коренi квадратного рiвняння:y2 − 3y + 2 = 0

y3 = 2, y4 = 1;

x3 = 1, x4 = 2.

Вiдповiдь: (−2− i
√
5;−2 + i

√
5), (−2 + i

√
5;−2− i

√
5), (1; 2), (2; 1) .

Приклад 4.3 Розв’язати систему рiвнянь ([1], стор.(319,№42.19))

4x2 + 12x+
12

x
+

4

x2
= 47
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Виконаємо тотожнi перетворення, отримаємо

4(x2 +
1

x2
) + 12(x+

1

x
)− 47 = 0

Учням пропонується зробити замiну: x+
1

x
= t , (x+

1

x
)2 = x2 +

1

x2
+ 2 . Тодi

4(t2 − 2) + 12t− 47 = 0

Використаємо теорiю симетричних многочленiв до розв’язання рiвняння

Зробимо замiну: x+
1

x
= σ1, x · 1

x
= σ2 . У першому доданку маємо степеневу суму s2

s2 = σ2
1 − 2σ2

Оскiльки σ2 = 1 , то s2 = σ2
1 − 2 . Будемо мати

4(σ2
1 − 2) + 12σ1 − 47 = 0

4σ2
1 − 8 + 12σ1 − 47 = 0

4σ2
1 + 12σ1 − 55 = 0

D = 144 + 880 = 1024 ,
√
D = 32

Коренi квадратного рiвняння: σ1 =
−12 + 32

8
= 2, 5 та σ1 =

−12− 32

8
= −5, 5

Повернемося до замiни: x+
1

x
= σ1 . Отримаємо два рiвняння

1)x+
1

x
= 2, 5 2)x+

1

x
= −5, 5

Розв’яжемо перше рiвняння

x+
1

x
= 2, 5 ;

x2 − 2, 5x+ 1 = 0| · 10 ;
10x2 − 25x+ 10 = 0| ÷ 5 ;
2x2 − 5x+ 2 = 0 ;
D = 25− 16 = 9 ,

√
D = 3 ;

x1 =
5 + 3

4
= 2, x2 =

5− 3

4
=

1

2
.

Розв’яжемо друге рiвняння

x+
1

x
= −5, 5 ;

x2 + 5, 5x+ 1 = 0| · 10 ;
10x2 + 55x+ 10 = 0| ÷ 5 ;
2x2 + 11x+ 2 = 0 ;
D = 121− 16 = 105 ;

x3 =
−11 +

√
105

4
, x4 =

−11−
√
105

4
.

Вiдповiдь:x1 = 2 ,x2 =
1

2
,x3 =

−11 +
√
105

4
,x4 =

−11−
√
105

4
.
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Приклад 4.4 Розв’язати систему рiвнянь ([3], стор.(75,№8.6))
√

x

y
+

√
y

x
=

5

2
,

x+ y = 5.

Учням пропонується зробити замiну:
√

x

y
= t > 0.

Використаємо теорiю симетричних многочленiв до розв’язання системи. Виконаємо то-
тожнi перетворення 

x2 + y2 + 2xy

xy
=

25

4
,

x+ y = 5.

Дана система рiвнянь є iнварiантною вiдносно перестановок змiнних. Тому, за означе-
нням 2.7. та формулою 2.1., її можна записати у виглядi

σ1 = 5,

σ2
1 − 2σ2 + 2σ2

σ2

=
25

4
;

σ1 = 5,
25

σ2

=
25

4
;

σ1 = 5,

σ2 = 4.

Оскiльки, σ1 = x+ y, σ2 = xy , тоx+ y = 5,

xy = 4;

x = 5− y,

y2 − 5y + 4 = 0.

За теоремою Вiєта знаходимо коренi квадратного рiвняння:y2 − 5y + 4 = 0

y1 = 1, y2 = 4;

x1 = 4, x2 = 1.

Вiдповiдь: (1;4), (4;1).

Приклад 4.5 Розв’язати систему рiвнянь ([4], стор.(240,№24.27))(x− 1)(y − 1) = 1,

x2y + xy2 = 16.

Виконаємо тотожнi перетворенняxy − x− y + 1− 1 = 0,

xy(x+ y) = 16;

xy − (x+ y) = 0,

xy(x+ y) = 16.

Учням пропонується зробити замiну: x+ y = u , xy = v . Тодiv − u = 0,

uv = 16.
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Використаємо теорiю симетричних многочленiв до розв’язання системи.
Дана система рiвнянь є iнварiантною вiдносно перестановок змiнних. Тому, за означе-
нням 2.7. та формулою 2.1., її можна записати у виглядiσ1 = σ2,

σ1σ2 = 16;

σ2
1 = 16,

σ1 = σ2.

σ1 = 4, σ1 = −4

σ1 = σ2.

Маємо двi системи σ1 = 4,

σ2 = 4;

σ1 = −4,

σ2 = −4;

Розглянемо першу систему рiвнянь

σ1 = 4,

σ2 = 4;

x+ y = 4,

xy = 4;

x = 4− y,

y2 − 4y + 4 = 0;

x = 4− y,

(y − 2)2 = 0.

x1 = 2,

y1 = 2.

Розглянемо 2 систему рiвняньσ1 = −4,

σ2 = −4;

x+ y = −4,

xy = −4;

x = −4− y,

y2 + 4y − 4 = 0.

Розв’яжемо друге рiвняння системи

y2 + 4y − 4 = 0

D = 16 + 16 = 32,
√
32 = 4

√
2

y2 =
−4 + 4

√
2

2
= −2 + 2

√
2, y3 =

−4− 4
√
2

2
= −2− 2

√
2;

x2 = −4− (−2 + 2
√
2) = −2− 2

√
2, x3 = −4− (−2− 2

√
2) = −2 + 2

√
2.

Вiдповiдь:(2; 2), (−2− 2
√
2;−2 + 2

√
2), (−2 + 2

√
2;−2− 2

√
2).
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4.2. Задачi з використанням симетричних многочленiв, якi мо-
жна використовувати на позакласнiй роботi з математики

Розв’яжiть рiвняння:

1)(x2 + 1)7 − (x2 − 1)7 = 27; 2)t4 + (1− t)4 = 1;

3)3x4 + x3 − 8x2 − x+ 3 = 0; 4)2x5 + 5x4 − 13x3 − 13x2 + 5x+ 2 = 0;

5)2x4 + x3 − 11x2 + x+ 2 = 0; 6)12x4 − 11x2 + 12 = 16x3 + 16x;

7)10y6 + y5 − 47y4 − 47y3 + y2 + 10y = 0; 8)(x+ y)4 + x4 + y4 = 2(x2 + xy + y2)2;

9)x4 − 10x3 + 35x2 − 50x+ 24 = 0; 10)2x3 − 5x2 − 5x+ 2 = 0;

11)x4 + 1 = 2x3 + x2; 12)2x5 + 13x2 + 2 = 13x3 − 5(x4 + x);

13) 3
√
1 +

√
x = 2− 3

√
1−

√
x; 14) 4

√
8− x+ 4

√
89 + x = 5;

15) 3
√
8 + x+ 3

√
8− x = 1 16)12x+

12x√
x2 − 1

= 35

17) 4
√
629− x = 8− 4

√
77 + x; 18) 3

√
10− x− 3

√
3− x = 1;

19) 4
√
97− x = 5− 4

√
x; 20)

12

x
+

12√
1− x2

− 35 = 0;

21)x+
√
17− x2 + x

√
17− x2 = 9; 22) 4

√
41 + x+ 4

√
41− x = 2;

23)x 3
√
35− x3(x+ 3

√
35− x3) = 30; 24) 5

√
1

2
+ x+ 5

√
1

2
− x = 1;

25)sin3 x+ cos3 x = 1; 26)(
x+ a

2
)2 + (

x− a

2
)2 = a6;

27)(a− y)2 = 3
√

a6 − y6; 28)
√
1− x2 = (a−

√
x)2;

29) 4
√
x+ 4

√
a− x = 4

√
b; 30)

√
a+ x+ 5

√
a− x = 5

√
2a;

51



Розв’яжiть систему рiвнянь:

1)

x3 − y3 = 8,

x− y = 2;
2)

x2 + y = 5,

x6 + y3 = 65;

3)

x+ y = 7− xy,

x2 + y2 = 13− xy;
4)

x+ y = 4,

x4 + y4 = 82;

5)

xy(x+ y) = 30,

x3 + y3 = 35;
6)


√
x−√

y = 2
√
xy,

x+ y = 20;

7)

x2 + y2 = 7 + xy,

x3 + y3 + 1 = 6xy;
8)

x2 + y2 = 5,

x3 + y3 = 9;

9)

x+ y = 1,

x2 + y2 = 0;
10)


x2 + y2 =

5

2
xy,

x− y =
1

4
xy;

11)

xy = 15,

x2 + y2 + x+ y = 42;
12)

x4 + y4 = 1153 + x2y2,

x2 + y2 = 33 + xy;

13)

x4 − x2 + y4 − y2 = 84,

x2y2 = 49− (x2 + y2);
14)

x2 + y = 5,

x6 + y3 = 65;

15)

x2 + y2 = 49− xy,

x4 + y4 = 931− x2y2;
16)

x5 − y5 = 3093,

x− y = 3;

17)


x5 + y5

x3 + y3
=

31

7
,

x2 + xy + y2 = 3;

18)

x
3
4 + y

3
5 = 35,

x
1
4 + y

1
5 = 5;

19)

x+ y = 7,
x

y
+

y

x
=

25

12
;

20)

6
√
x+ 6

√
y = 5

√
xy,

x = 13− y;

21)

x+ y = 7 +
√
xy,

x2 + y2 + xy = 133;
22)

 4
√

y3 − 1 +
√
x = 3,

x2 + y3 = 82;
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23)

x+ y = 14−√
xy,

x2 + y2 = 84− xy;
24)


√
x = 2

√
xy +

√
y,

x+ y = 20;

25)

2x2 + 2y2 − 5xy = 0,

4x− 4y − xy = 0;
26)

 3
√
x+

√
y = 3,

xy = 8;

27)


√

x

y
+

√
y

x
=

61
√
xy

+ 1,

4
√
x3y + 4

√
xy3 = 78;

28)

x+ xy + y = 12,

3
√
x+ 3

√
xy + 3

√
y = 0;

29)


x+ y + z = 2,

x2 + y2 + z2 = 6,

x3 + y3 + z3 = 8;

30)


x+ y + z = 9,
1

x
+

1

y
+

1

z
= 1,

xy + xz + yz = 27.
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Висновки до роздiлу 4

У даному роздiлi розглянуто практичне застосування теорiї симетричних многочле-
нiв до розв’язування рiвнянь та систем рiвнянь взятих з шкiльних пiдручникiв. Роз-
глянуто методи, якi використовують учнi для їх вирiшення. У пiдручниках незначна
частина вправ, до яких можна застосувати даний метод. Тому, у другому пiдпунктi цьо-
го роздiлу було виокремлено 30 рiвнянь i 30 систем рiвнянь, якi можна використовувати
на позакласнiй роботi з математики
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Висновки

Зазвичай в учнiв симетрiя асоцiюється з вiзерунками та формами, хоча бiльш за-
гальна концепцiя симетрiї — незмiннiсть. Вивчення симетричних многочленiв посiдає
важливе мiсце в курсi алгебри, їх властивостi та застосування при розв’язуваннi рiв-
нянь, систем рiвнянь, вилучення коренiв, доведення тотожностей, звiльнення вiд iрра-
цiональностi у дробах тощо.

Дана робота була присвячена вивченню симетрiї з точки зору алгебри. У данiй ро-
ботi було розглянуто найпростiшi симетричнi многочлени, якi розглядаються у шкiль-
ному курсi математики. Дано означення, про елементарнi симетричнi многочлени, сте-
пеневi суми. Розглянуто зв’язок мiж симетричними многочленами та елементарними
симетричними многочленами, степеневими сумами та елементарними симетричними
многочленами. Встановлено взаємозв’язок формул Ньютона та Вiєта з елементарними
симетричними многочленами. Також, було доведено основнi теореми теорiї симетри-
чних многочленiв вiд двох та трьох змiнних. Виведено формулу, яка дає змогу зразу
знаходити степеневу суму sk−го порядку без шукання попереднiх sk−1 степеневих сум.
Застосовано теорему Вiєта до розв’язування рiвнянь n−го степеня, у яких старший
коефiцiєнт рiвний одиницi, та знаходженню його коренiв за допомогою елементарних
симетричних многочленiв.

У третьому роздiлi розглянуто практичне застосування теорiї симетричних мно-
гочленiв до розв’язування рiвнянь, зворотнiх рiвнянь та систем рiвнянь. У роздiлi 4
розглянуто вправи зi шкiльних пiдручникiв, до яких можна застосувати теорiю симе-
тричних многочленiв. У пiдручниках незначна частина рiвнянь чи систем рiвнянь, до
яких можна застосувати даний метод. Тому, було виокремлено 30 рiвнянь i 30 систем
рiвнянь, якi можна використовувати на позакласнiй роботi з математики. Даний метод
доцiльно розглядати у шкiльному курсi математики, наприклад, на спецкурсах чи фа-
культативах. Вiн буде не тiльки цiкавим, але й корисним та поглибить знання учнiв iз
теми "Рiвняння та системи рiвнянь вищих порядкiв".

55



Список використаних джерел

[1] Алгебра для загальноосвiтнiх навчальних закладiв з поглибленим вивченням ма-
тематики : пiдруч. для 8 кл. загальноосвiт. навч. закладiв / А. Г. Мерзляк, В. Б.
По- лонський, М. С. Якiр. — Х. : Гiмназiя, 2016. — 384 с.

[2] Алгебра для загальноосвiтнiх навчальних закладiв з поглибленим вивченням ма-
тематики : пiдруч. для 9 кл. загальноосвiт. навч. закладiв / А. Г. Мерзляк, В. Б.
По- лонський, М. С. Якiр. — Х. : Гiмназiя, 2017. — 416 с.

[3] Алгебра i початки аналiзу: початок вивчення на поглиб. рiвнi з 8 кл., проф. рi-
вень: пiдруч. для 10 кл. загальноосвiт. навч. закладiв / А. Г. Мерзляк, В. Б. По-
лонський, М. С. Якiр. — Х. : Гiмназiя, 2018. — 512 с.

[4] Алгебра i початки аналiзу: проф. рiвень: пiдруч. для 11 кл. загальноосвiт. навч.
закладiв / А. Г. Мерзляк, В. Б. По- лонський, М. С. Якiр. — Х. : Гiмназiя, 2019.
— 352 с.

[5] Болтянский В. Г., Виленкин Н. Я. — Симметрия в алгебре. — 2-е изд. — М.:
МЦНМО, 2002. - 240 с.

[6] Вейль Г. Симетрiя. - М.: Наука, 1975.

[7] Горобець В.О. Кочубей, С.Г.Симетрiя в природi - Суми: СумДУ, 2017. - 91c.

[8] Завало С.Т., Костарчук В.М., Хацет Б.I. Алгебра i теорiя чисел. – К.:Вища шко-
ла, 1976.–Ч. 2.– 402 с.

[9] Збiрник задач з алгебри. За редакцiєю Рокiцького I.О.– Вiнниця.:ВДПУ, 2002.–Ч.1.–
176 с.

[10] Збiрник задач з теорiї многочленiв. [Навчальний посiбник для студентiв фiзико-
математичного факультету] За редакцiєю I.О.Рокiцького, Вiнниця, 2004 – 139 с.

[11] Коваль Л.В., Скворцова С.О. Методика навчання математики — Харкiв: ЧП
«Принт-Лiдер», 2011. — 414 с

56



[12] Л.В.Iзюмченко, В.В.Нiшина, Р.Я.Рiжняк, Многочлени /Кiровоград 2009 — 52с.

[13] Методичнi рекомендацiї щодо написання магiстерської роботи Київ 2018 — 32с.

[14] Олексiєнко Ю.О. Елементи теорiї многочленiв у шкiльному курсi алгебри. Вi-
сник студентського наукового товариства. Збiрник наукових праць студентiв, ма-
гiстрантiв аспiрантiв. Нiжин, 2021. Випуск 25. С.13-15

[15] Прасолов В. В. Многочлены. М.: МЦНМО, 2003. 336 с.

[16] Симетричнi многочлени : навчально-методичний посiбник з алгебри для студен-
тiв I курсу механiко-математичного факультету/ Н. П. Гиря, Л. Ю. Полякова.
— Х. : ХНУ iменi В. Н. Каразiна, 2012. — 28 с.

[17] Системи алгебраїчних рацiональних рiвнянь вищих степенiв: навч.-метод. посiб.
/Л. М. Ломонос, Н. П. Муранова, О. С. Муранов, А. В. Рилов. – К.: НАУ, 2011.
– 96 с.

[18] Урманцев Ю.А. «Симетрiя природи i природа симетрiї».- Москва: Думка, 1974.

[19] http://www.mmf.lnu.edu.ua/le/ta/1965

[20] https://gdz4you.com/prezentaciyi/matematyka/symetriya-v-pryrodi-19198/

[21] https://moyaosvita.com.ua/biologija/dopovid-na-temu-simetriya-v-prirodi/

[22] http://www.mmf.lnu.edu.ua/algprg/728

[23] http://dspace.pdpu.edu.ua/bitstream/123456789/9904/1/Kombinatoryka.pdf

57


