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3

ВСТУП

Всi галузi суспiльного життя з великою швидкiстю та без зупинки розвиваються.

Цей розвиток неможливо здiйснити без використання математики. Зрозумiло, що це сто-

сується i економiки. Економiчна дiяльнiсть - є однiєю з тих, для якої математична освiта

є фундаментом для пiдготовки спецiалiстiв даного профiлю.

На практицi економiст зустрiчається iз вирiшенням рiзних завдань. Зокрема, iз зав-

даннями на вибiр кращого (оптимального) вирiшення ситуацiї. Наприклад, з декiлькох

варiантiв перевезення харчових продуктiв вибрати найвигiднiший, але три тому врахува-

ти термiни придатностi продукцiї. Завдання, яке часто зустрiчається на практицi – змен-

шення вiдходiв деякої сировини, наприклад як з можливих варiантiв розкрою тканини,

вибрати такий, що план роботи виконається, але iз меншою кiлькiстю вiдходiв тканини.

Тому варто зазначити, що оптимiзацiя є ключовим iнструментом у сучаснiй економiчнiй

науцi та практицi.

Сьогоднi вмiти використовувати математично-економiчнi знання потрiбно не тiльки

економiстам, а i всiм вiдповiдальним громадянам нашої держави. Перш за все, людина

повинна знати як оптимiзувати свiй час, свої фiнанси, свою дiяльнiсть. Наприклад, як

мiнiмiзувати витрати на паливо, як збiльшити свiй фiнансовий дохiд, як рацiонально ви-

користати вiльний час тощо.

Постiйне зростання складностi економiчних проблем та завдань породжує попит на

високо квалiфiкованих фахiвцiв з аналiтичними та рацiональними навичками. Вирiшен-

ня реальних економiчних завдань, таких як планування iнвестицiй, оптимiзацiя бiзнес-

процесiв, управлiння ризиками та фiнансами, часто вимагає математичного моделювання

та застосування методiв оптимiзацiї.

Для пiдготовки хороших спецiалiстiв з економiки треба використовувати i факуль-

тативнi заняття. Учнi на таких заняттях можуть бiльш глибоко вивчити рiзнi аспекти

оптимiзацiї, а також навчитися iх застосовувати у реальних економiчних ситуацiях.

Факультативнi курси економiчного спрямування для шкiльної програми рекоменду-

ють впроваджувати в десятому та одинадцятому класах. В цей перiод учнi вже свiдомо

мислять на рахунок фiнансiв, вмiють рацiонально використовувати їх та звичайно стара-

ються оптимiзовувати витрати. Також вони зацiкавленi в прибутку вiд своєї майбутньої
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професiї. Тому впровадження таких курсiв на цьому рiвнi є доречним.

Мета дослiдження: розглянути теоретичнi та практичнi аспекти навчання для

розв’язування задач оптимiзацiї на факультативних заняттях в профiльнiй школi (еконо-

мiчний профiль)

Предмет дослiдження: застосування задач оптимiзацiї у процесi формування ма-

тематичної, економiчної та iнформацiйно-цифрової компетентностей на факультативних

заняттях.

Об’єкт дослiдження: навчальний процес факультативних занять у школах з еко-

номiчним профiлем.

Завдання дослiдження:

1. розглянути основнi принципи та iнструменти постановки задач, побудови оптимiзацiй-

них економiко-математичних моделей, методи їх розв’язання та використання на практи-

чнiй дiяльностi економiста;

2. розробка факультативного заняття.

Апробацiя дослiдження:

Заняття, яке представлене в третьому роздiлi моєї квалiфiкацiйної роботи пройшло апро-

бацiю та має акт впровадження в Ланчинському лiцеї iменi Ю. Шкрумеляка. Результати

дослiдження оприлюдненi на VI Мiжнароднiй науковiй конференцiї "Актуальнi пробле-

ми теорiї методики навчання математики" (м. Київ, 6-7 жовтня 2023 р.) з публiкацiєю

тез доповiдi "Застосування похiдної в задачах оптимiзацiї на факультативних заняттях в

профiльнiй школi (економiчний профiль)".

Структура роботи: вступ, три роздiли, висновки до роздiлiв, загальнi висновки,

список використаних джерел. Загальний обсяг роботи 60 сторiнок.
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РОЗДIЛ 1

ДОСЛIДЖЕННЯ ФУНКЦIЙ НА ЕКСТРЕМУМ В ПРОФIЛЬНIЙ ШКОЛI

У сучасному свiтi, де наука i технологiя надають новi можливостi та розв’язують

складнi завдання, математична освiта виявляється надзвичайно важливою. Однiєю з клю-

чових складових математичної освiти є вивчення аналiзу функцiй та їхнiх властивостей.

Один з найцiкавiших та корисних аспектiв аналiзу функцiй - це вивчення, як функцiї

досягають екстремальних значень.

Дослiдження функцiй на екстремум є важливим поняттям в математицi, особливо в

курсi математики з економiчним спрямуванням. Основна iдея полягає в тому, щоб знайти

значення функцiї, при яких вона досягає свого максимуму (найбiльше значення) або мiнi-

муму (найменше значення). Екстремальнi точки функцiй, такi як максимуми та мiнiмуми,

важливi при вирiшеннi завдань оптимiзацiї, моделюваннi реальних ситуацiй i прийняттi

рiшень в економiцi, фiзицi, iнженерiї, екологiї та iнших галузях.

Людей завжди цiкавило питання вибору найкращого (оптимального) варiанту серед

усiх можливих. Завдання полягають у пошуку найбiльшого або найменшого значення з

метою знаходження оптимального рiшення. Цi завдання об’єднуються пiд поняттям "за-

дачi на знаходження екстремуму а методи їх вирiшення є основою теорiї оптимiзацiї.

Пiд час вивчення теми: "Дослiдження функцiй на екстремум" учнi отримають мо-

жливiсть дослiджувати функцiї, визначати їхнi точки екстремуму та розв’язувати реальнi

завдання, використовуючи отриманi знання. Це надає їм можливiсть розвивати аналiтичне

мислення, навички моделювання та вирiшення складних завдань, якi стануть важливими

в подальшiй освiтi та професiйнiй дiяльностi.

Ця тема не лише допоможе учням засвоїти теоретичнi основи дослiдження функцiй

на екстремум, але й надасть можливiсть застосовувати отриманi знання у практичних

ситуацiях, що робить його надзвичайно цiнним у процесi математичної освiти учнiв еко-

номiчних профiлiв.

1.1 Квадратний тричлен в задачах на найбiльше та найменше значення

Квадратним тричленом називають ммногочлен виду ax2 + bx + c, де a, b, c– деякi

числа (коефiцiєнти многочлена), при чому a ̸= 0, x– змiнна.

Наприклад: 3x2 + 2x− 7;x2 − 3x+ 2;−5x2 + 3x+ 2;x2 − 16 та iншi.
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Дискримiнантом квадратного тричлена називають вираз D = b2 − 4ac.

Коренем квадратного тричлена називають значення змiнної, при якому значення

цього тричлена дорiвнює нулю:

- якщо D > 0, то квадратний тричлен має два рiзних коренi;

- якщо D = 0, то квадратний тричлен має один корiнь (це те саме, що два рiвних мiж

собою коренi);

- якщо D < 0, то квадратний тричлен не має дiйсних коренiв.

Графiком квадратичної функцiї y = ax2 + bx+ c є парабола.

Точка (m,n) є вершиною параболи, де m = − b
2a

та n = − b2−4ac
4a

. Вiсь симетрiї– пряма

x = m.

Квадратний тричлен можна розкласти на множники тiльки у випадку, коли D ≥ 0:

ax2 + bx+ c = a(x− x1)(x− x2),

де x1 i x2– коренi квадратного тричлена.

Коефiцiєнти квадратного тричлена мають значний вплив на дослiдження функцiї на

екстремум, на форму параболи та розташування її вершини, а також на наявнiсть та тип

екстремальних точок.

Розглянемо окремо вплив кожного коефiцiєнта:

Коефiцiєнт a:

Якщо a > 0, парабола вiдкривається догори, i маємо параболу з вiтками вгору. У такому

випадку, функцiя матиме точку мiнiмуму у вершинi параболи. Якщо a < 0, парабола

вiдкривається донизу, i маємо параболу з вiтками вниз. У цьому випадку, функцiя матиме

точку максимуму у вершинi параболи.

Коефiцiєнт b:

Коефiцiєнт b b визначає зсув параболи вздовж осi x. Якщо b > 0, то парабола зсуває-

ться вправо, а якщо b < 0, то влiво. Значення |b| визначає, наскiльки далеко парабола

зсувається.

Коефiцiєнт c:

Коефiцiєнт c визначає вертикальний зсув параболи вгору або вниз. Якщо c > 0, парабола
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зсувається вгору, а якщо c < 0, парабола зсувається вниз. Значення |c| визначає, наскiльки

далеко парабола зсувається.

Правильне аналiзування параметрiв (коефiцiєнтiв) допомагає знайти найбiльше та

найменше значення квадратного тричлена та застосувати цi знання у рiзних прикладних

задачах, зокрема економiчного характеру.

Щоб знайти найбiльше або найменше значення квадратного тричлена потрiбно:

1) визначаємо напрям вiток параболи по знаковi старшого коефiцiєнта a:

2) якщо a > 0 функцiя має найменше значення, при a < 0– найбiльше;

3)за формулою m = − b
2a

знайти абсцису вершини;

4) за формулою n = − b2−4ac
4a

або n = y(m) знайти значення ординати, яке i буде найбiльшим

або найменшим значеннням квадратного тричлена.

Розглянемо декiлька прикладiв.

Приклад 1.1.1 Знайти найбiльше або найменше значення функцiї y = x2 − 4x+ 3.

Розв’язання: a = 1, a > 0, тому вiтки напрямленi вгору, а отже функцiя має найменше

значенння.

m = − b
2a

= −−4
2·1 = 2; – абсциса вершини параболи;

n = y(m) = 22 − 4 · 2 + 3 = −1–ордината вершини.

Отже, функцiя має найменше значення ymin = −1.

Вiдповiдь: -1.

Приклад 1.1.2 Знайти найбiльше або найменше значення функцiї y = −x2+3x+1.

Розв’язання: a = −1, a < 0, тому вiтки напрямленi вниз, а отже функцiя має найбiльше

значенння.

m = − b
2a

= − 3
2·(−1)

= 11
2
; – абсциса вершини параболи;

n = y(m) = −(11
2
)2 + 3 · 11

2
+ 1 = 31

4
–ордината вершини.

Отже, функцiя має найбiльше значення ymax = 31
4
.

Вiдповiдь: 31
4
.

Приклад 1.1.3 Знайти найбiльше значення виразу xy за умови 3x + y = 10,

x > 0, y > 0.

Розв’язання. Для спрощення обчислень вiд обмеження 3x+ y = 10 можемо видiлити y:

y = 10− 3x;
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Тепер ми можемо пiдставити це значення y у вираз xy:

xy = x(10− 3x)

xy = 10x− 3x2

Цей вираз представляє квадратний тричлен та графiком його є парабола. Тому нам по-

трiбно знайти її вершину:

x = − b
2a

= − 10
2·(−3)

= 5
3

Пiдставляючи це значення x у вираз xy, отримаємо:

xy = 5
3
· (10− 3 · 5

3
= 25

3
.

Отже, за даними обмеженнями найбiльше значення виразу xy = 25
3
.

1.2. Нерiвнiсть Кошi, її наслiдки та застосування для задач на оптимiзацiю.

Для початку розглянемо якi є середнi величини:

1)An = a1+a2+···+an
n

– середнє арифметичне, де a1, a2, . . . , an – будь-якi числа.

2)Bn = n
√
a1a2 . . . an – середнє геометричне, де a1 ⩾ 0, a2 ⩾ 0, . . . , a3 ⩾ 0.

3) Cn = n
1
a1

+ 1
a2

+···+ 1
an

– середнє гармонiйне, при умовi що знаменники не дорiвнюють нулю.

4)Dn =
√

a12+a22+···+an2

n
– середнє квадратичне, де a1, a2, . . . , an – будь-якi числа.

Однiєю з вiдомих нерiвностей є нерiвнiсть Кошi.

Нерiвнiсть Кошi стверджує: середнє арифметичне кiлькох невiд’ємних чисел не мен-

ше вiд їхнього середнього геометричного

a1 + a2 + · · ·+ an
n

⩾ n
√
a1a2 . . . an.

Рiвнiсть досягнеться за умови, що всi числа рiвнi мiж собою.

З цiєї нерiвностi слiдують наслiдки, якi є важливими при розв’язуваннi вправ на доведення

нерiвностей та для задач на знаходження екстремуму:

1. a+ b ⩾ 2
√
ab

2. a2 + b2 ⩾ 2ab

3. ab ⩽ (a+b
2
)2

4. ab ⩽ 1
2
(a2 + b2).

Для взаємно обернених чисел теж вiдомi двi нерiвностi:

1) Якщо b < 0, то сума двох взаємно обернених вiд’ємних чисел не бiльша за −2, тобто

b+ 1
b
≤ −2.

2) Якщо a > 0, то сума двох взаємно обернених додатнiх чисел не менша за 2, тобто
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a+ 1
a
⩾ 2.

Нерiвнiсть Кошi є ключовою, адже за її допомогою можна довести цiлу низку скла-

днiших нерiвностей.

Завдання на доведення нерiвностей використовують на олiмпiадах з математики, на ЗНО,

а також на гуртках та факультативах. Розглянемо декiлька прикладiв.

Приклад 1.2.1 Доведiть, що коли a > 0, b > 0 то (a+ b)( 1
a
+ 1

b
) ⩾ 4.

Розв’язання. Розглянемо кожний множник окремо. За нерiвнiстю Кошi:

a+ b

2
⩾

√
ab

1
a
+ 1

b

2
⩾

√
1

ab
.

Використовуючи властивiсть числових нерiвностей, можемо їх перемножити. Тодi отри-

маємо:

(
a+ b

2
)(

1
a
+ 1

b

2
) ⩾

√
ab · 1

ab

(a+ b)(
1

a
+

1

b
) ⩾ 4.

Доведено.

Приклад 1.2.2 Доведiть нерiвнiсть x2+ 1
x2+1

⩾ 1. Розглянемо наслiдок iз нерiвностi

Кошi:

a+
1

a
⩾ 2.

Для того, щоб використати наслiдок з нерiвностi Кошi, за властивiстю числових нерiвно-

стей додамо одиницю до обох частин нерiвностей:

x2 + 1 +
1

x2 + 1
⩾ 1 + 1;

x2 + 1 +
1

x2 + 1
⩾ 2;

Переносимо одиницю злiва направо, отримуємо: x2 + 1
x2+1

⩾ 1

Доведено.

Розглянемо приклади на знаходження найбiльшого (найменшого) значення:

Приклад 1.2.3 Знайти найбiльше значення значення виразу xy, якщо x > 0, y > 0

i x+ 3y = 6. Розв’язання.

До виразу x+ 3y = 6 застосуємо нерiвнiсть Кошi:
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x+3y
2

⩾
√
3xy,

6
2
⩾

√
3xy,

отже,
√
3xy ⩽ 3,

(
√
3xy)2 ⩽ 32,

3xy ⩽ 9,

xy ⩽ 3. Отже, найбiльше значення xy = 3.

Приклад 1.2.4 Знайти найбiльше значення виразу xy за умови 3x + y = 10, x >

0, y > 0.

Розв’язання. Застосуємо нерiвнiсть Кошi для пари y та 3x :

3x+y
2

⩾
√
3xy,

тодi 10
2
⩾

√
3xy,

√
3xy ≤ 5,

3xy ≤ 25,

xy ≤ 25
3
.

Найбiльше значення виразу xy буде дорiвнювати 25
3
, за умови iснування таких x, y.

У нерiвностi Кошi рiвнiсть досягається за умови 3x = y, складемо таку систему рiв-

нянь:

y = 3x,

3x+ y = 10;

тодi 6x = 10, x = 5
3
, а y = 5.

Отже, найбiльше значення виразу xy = 25
3
.

Також iснують такi правила:

1) Якщо сума додатних чисел постiйна, то їхнiй добуток буде найбiльшим, коли числа

рiвнi мiж собою.

2) Якщо добуток додатних чисел постiйний, то їхня сума буде найменшою, коли числа

рiвнi мiж собою.

Саме цi правила часто застосовуються в задачах на знаходження найбiльшого чи

найменшого значення. Розглянемо приклади таких задач:

Приклад 1.2.5 Сума двох чисел дорiвнює 18. Яке найбiльше значення може набу-
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вати добуток цих чисел?

Розв’язання. За вищесказаним правилом (1), добуток буде найбiльшим при x = 9 та y = 9.

Тодi вiн становитиме 81.

Вiдповiдь: найбiльшого значення 81 добуток набуде при умовi, що числа будуть рiвними

мiж собою, тобто рiвними 9.

Приклад 1.2.6 Добуток двох невiд’ємних чисел дорiвнює 2. Яке найменше значення

може набути сума цих чисел?

Розв’язання.

За вищесказаним правилом (2), сума чисел x та y буде найменшою, якщо x = y.

Нехай:

x – перше число;
2
x

– друге число;

Тодi x = 2
x
, x = ±

√
2

За умовою задачi, числа невiд’ємнi, тому x = −
√
2 не пiдходить. Отже:

x =
√
2;

S(x)min = S(
√
2) = 2

√
2.

Вiдповiдь: сума цих чисел може набути найменшого свого значення 2
√
2 за умови, що

числа будуть рiвними мiж собою, а саме
√
2.

Нерiвнiсть Кошi, її наслiдки допомагають зменшити час для розв’язання задач на

знаходження екстремальних значень функцiї. Наведемо приклади таких.

Приклад 1.2.6 Пiдприємство має фiксований бюджет в розмiрi 100 000 гривень для

видаткiв на працю та обладнання. Працiвники отримують зарплати в середньому 5 000

гривень на мiсяць, а обладнання коштує 25 000 гривень за одиницю. Знайти оптимальну

кiлькiсть працiвникiв та обладнання для максимiзацiї загального продуктивного виходу.

Розв’язання. Нехай:

фiксований бюджет (B) = 100, 000 грн;

x - кiлькiсть працiвникiв iз середньою зарплатою 5 000 грн на мiсяць;

y - кiлькiсть обладнання за цiною 25,000 грн за одиницю;

Працiвники та обладнання повиннi бути розподiленi рiвними частинами бюджету, адже

тодi пiдприємство отримає максимальний вихiд продукцiї.

Знаючи, що 5000x = 25000y, ми можемо знайти їх конкретнi значення. В даному
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випадку, витрати видаткiв на працю та обладнання будуть рiвними половинi бюджету:

5000x = 50000 грн,

25000y = 50000грн.

Тодi x = 10, y = 2.

Отже, оптимальна кiлькiсть працiвникiв 10 осiб, а кiлькiсть обладнання 2. Розподiл

бюджету полягає в тому, що пiдприємство повинно витратити 50,000 грн на зарплати пра-

цiвникiв i 50,000 грн на придбання обладнання. Цей розподiл гарантує найвищий можли-

вий продуктивний вихiд за умови, що сума видаткiв на працю та обладнання є постiйною

i їхнi витрати рiвнi мiж собою.

1.3. Застосування похiдної на дослiдження функцiй на екстремум

Роздiл математики, названий "Похiдна та її застосування" є важливою частиною

шкiльного курсу алгебри та початкового аналiзу. Це зовсiм не дивно, оскiльки поняття

похiдної має широке практичне застосування. Iснує багато прикладiв, завдань i ситуацiй

у життi, якi вимагають вирiшення з використанням похiдної. Один iз таких видiв задач -

це дослiдження функцiй на екстремуми.

Пiд час вивчення похiдної учнi часто можуть не розумiти, на що вона їм потрiбна, не

бачити практичного застосування цього поняття i не знати, де саме його використовувати.

Тому важливо пiд час вивчення цiєї теми акцентувати увагу на практичних завданнях i

застосуваннях.

Введемо означення похiдної.

Нехай функцiя y = f(x) визначена на деякому iнтервалi.

1. Зафiксуємо деяке значення аргументу x та вiдповiдне значення функцiї y = f(x)

2. Надамо аргументовi x будь-якого приросту △x (прирiст може бути i додатнiм, i вiд’ємним).

Розглядаємо ще одне значення аргументу x+△x i знайдемо вiдповiдне значення функцiї

y +△y = f(x+△x).

3. Знайдемо прирiст функцiї △y = f(x+△x)− f(x).

4. Складемо вiдношення
△y

△x
=

f(x+△x)− f(x)

△x

.

5. Знайдемо границю цього вiдношення при △x → 0.

Похiдною функцiї y = f(x) у точцi x називають границю вiдношення приросту функцiї
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до приросту аргументу за умови, що прирiст аргументу прямує до нуля, а границя iснує

i вона скiнченна:

lim
△x→0

△y

△x
= lim

△x→0

f(x+△x)− f(x)

△x
= f ′(x).

Геометричний змiст похiдної: похiдна f ′(x) дорiвнює кутовому коефiцiєнту дотичної

до графiка функцiї y = f(x) у точцi з абсцисою x.

Механiчний змiст похiдної:похiдна S ′(t) є величиною миттєвої швидкостi в момент t

тiла, що рухається за законом S = S(t).

Економiчний змiст похiдної: похiдна V ′(x) = lim
△x→0

△V
△x

дорiвнює граничним витратам

виробництва V = V (x) однорiдної продукцiї як функцiї кiлькостi продукцiї x та наближено

характеризує додатковi витрати на виробництво одиницi додаткової продукцiї.

Похiдну V ′(x) називають граничними (маржинальними) витратами виробництва при

умовах простого вiдтворення, хоча б, виробництва продукцiї. Аналогiчно до граничних

витрат, можна розглядати поняття такi, як маржинальний дохiд, маржинальний прибу-

ток, маржинальну продуктивнiсть працi, маржинальний обсяг продукцiї, маржинальну

кориснiсть та iн.

Отже, можемо ствердувати, що похiдна функцiї характеризує швидкiсть змiни фун-

кцiї деякого економiчного, фiзичного процесу, дослiджуваного фактора вiдносно часу.

Функцiю називають диференцiйовною в точцi x якщо iснує похiдна в цiй точцi. Фун-

кцiю називають диференцiйовною на деякому промiжку якщо iснує похiдна в кожнiй точцi

цього промiжку.

Пригадаємо означення зростаючої та спадної функцiї.

Функцiя y = f(x) називається зростаючою на деякому iнтервалi, якщо для будь-яких

значень x1 i x2 з iнтервалу, таких, що x1 < x2, виконується нерiвнiсть f(x1) < f(x2).

Функцiя неспадна, якщо виконується нерiвнiсть f(x1) ⩽ f(x2).

Функцiя y = f(x) називається спадною на деякому iнтервалi, якщо для будь-яких

значень x1 i x2 з iнтервалу, таких, що x1 < x2, виконується нерiвнiсть f(x1) > f(x2).

Функцiя незростаюча, якщо виконується нерiвнiсть f(x1) ⩾ f(x2).

Розглянемо як пов’я’занi похiдна iз промiжками зростання та спадання функцiї, з її

найбiльшими та найменшими значеннями.
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Теорема 1.3.1. Нехай функцiя f(x) неперервна на вiдрiзку [a; b] та дифененцiйова-

на на iнтервалi (a; b). Для того щоб функцiя f(x) була неспадною на [a; b], необхiдно i

достатньо, щоб похiдна f ′(x) , була невiд’ємною на iнтервалi (a; b), тобто f ′(x) ⩾ 0.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай f(x) неспадна на [a,b]. Виберемо мiж a i b точки x

та x +△x. Нехай x +△x > 0. Тодi якщо функцiя неспадна маємо, що f(x +△x) ⩾ f(x).

Тобто f(x+△x)− f(x) ⩾ 0 або f(x+△x)−f(x)
△x

⩾ 0.

Зазначимо що остання рiвнiсть правильна не тiльки для x +△x > 0, а i для x +△x < 0

теж. Розглянемо границю, коли △x → 0.

lim
△x→0

f(x+△x)− f(x)

△x
= f ′(x) ⩾ 0.

Тут ми використали теорему: якщо функцiя невiд’ємна i прямує до нуля, то i границя

функцiї буде невiд’ємною.

Достатнiсть. Нехай f ′(x) ⩾ 0 на (a, b). Вiзьмемо два довiльних значення x1, x2 такi,

що x1 < x2 з промiжку [a, b] i застосуємо до функцiї f(x) на [x1, x2] теорему Лагранжа:

f(x2)− f(x1) = f ′(c)(x2 − x1), (x1 < c < x2).

Оскiльки похiдна невiд’ємна на iнтервалi (a, b), f ′(c) ⩾ 0, то f(x2) ⩾ f(x1). Отже

функцiя f(x) буде неспадною.

Теорему доведено.

Аналогiчнi теореми справджуються i для незростаючої, спадної та зростаючої фун-

кцiї. Представимо їх графiчно (Рис. 1).

Стацiонарними (критичними) точками першої похiдної називають точки, в яких

похiдна функцiї f(x) рiвна нулю або не iснує.

Для визначення iнтервалiв зростання та спадання функцiї зручно користуватися схе-

мою:

1. знайти область визначення;

2. знайти першу похiдну;

3. знайти стацiонарнi точки;

4. стацiонарними точками подiлити область визначення на iнтервали, в яких функцiя бу-

де зростати або спадати. Вибрати всерединi кожного iнтервалу точку та перевiрити знак
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Рис. 1:
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похiдної в нiй, якщо:

f ′(x) > 0 – функцiя зростає;

f ′(x) < 0 – функцiя спадає.

Розглянемо приклад визначення iнтервалiв монотонностi функцiї.

Приклад 1.3.1 f(x) = x3 − 4x2 − 16x+ 17

Розв’язання. Область визначення функцiї (−∞; +∞). Знайдемо похiдну: f ′(x) = 3x2 −

8x− 16 Це парабола, розмiщена вiтками вгору (a = 3, 3 > 0). Знайдемо точки перетину з

вiссю OX, вони i будуть стацiонарними точками:

3x2 − 8x− 16 = 0;

D = 256;
√
D = 16;

x1 = 4;x2 = −4
3
;

Отже, на iнтервалi (−4
3
; 4) похiдна буде вiд’ємною, а функцiя – спадною. Додатньою по-

хiдна буде на iнтервалах (−∞;−4
3
) та 4;+∞), тому функцiя на них зростаюча.

За допомогою онлайн програми GeoGebra побудуємо графiк функцiї f(x) = x3 − 4x2 −

16x+ 17 (рис.2).

Рис. 2: Графiк функцiї f(x) = x3 − 4x2 − 16x+ 17

Дiйсно, iнтервали зростання та спадання спiвпадають зi знайденими.

Максимум (max) функцiї y = f(x) є у точцi x0 тодi, коли значення функцiї у цiй
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точцi бiльше, нiж її значення в усiх iнших точках заданого iнтервалу, що мiстить точку

x0 .

Мiнiмум (min) функцiї y = f(x) є у точцi x0 тодi, коли значення функцiї у цiй точцi

менше, нiж її значення в усiх iнших точках заданого iнтервалу, що мiстить точку x0 .

Максимум та мiнiмум функцiї називаються екстремумами функцiї (рис. 3).

Рис. 3: Максимум та мiнiмум функцiй

Розглянемо двi основнi теореми iснування екстремумiв.

Теорема 1.3.2 (Необхiднi умови iснування екстремуму функцiї). Якщо дифе-

ренцiйована функцiя y = f(x) має в точцi x = x0 екстремум, то в цiй точцiпохiдна функцiї

дорiвнює нулю f ′(x0) = 0.

Теорема 1.3.3 (Достатнi умови iснування екстремуму функцiї). Нехай фун-

кцiя y = f(x) неперервна, диференцiйована у всiх точках (за винятком, можливо точки

x0) деякого iнтервалу, що мiстить точку x0. Тодi якщо при переходi (злiва направо) через

цю точку похiдна змiнює знак з «+» на «-»то в точцi x = x0 функцiя має максимум, якщо

навпаки з «-» на «+» – функцiя має мiнiмум в точцi x = x0.

Схема дослiдження функцiї на екстремум (за допомогою першої похiдної):

1. знайти область визначення;

2. знайти першу похiдну;

3. знайти стацiонарнi точки;

4. стацiонарними точками подiлити область визначення на iнтервали, в яких функцiя буде

зростати або спадати. Вибрати всерединi кожного iнтервалу точку та перевiрити знак

похiдної в нiй, якщо:

f ′(x) > 0 – функцiя зростає;

f ′(x) < 0 – функцiя спадає;

5. перевiряємо всi стацiонарнi точки, для знаходження точок екстремуму, за такою схемою:
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– стацiонарна точка повинна належитити областi визначення функцiї;

– при переходi через дану точку, перша похiдна змiнює знак.

В пiдсумку варто зазначити, що кожна точка екстремуму є стацiонарною точкою, але

не кожна стацiонарна точка є точкою екстремуму. Тобто точки екстремуму слiд шукати

iз перелiку стацiонарних.

Дослiджувати функцiю на екстремум можна також за допомогою другої похiдної.

Нехай функцiя y = f(x) два рази диференцiйована в околi точки x0 i f ′(x0) = 0. Тодi в

точцi x = x0 функцiя має локальний максимум, якщо f ′′(x0) < 0 i локальний мiнiмум,

якщо f ′′(x0) > 0.

Якщо ж f ′′(x0) = 0, тодi точка x0 може не бути точкою екстремуму.

Схема дослiдження функцiї на екстремум (за допомогою другої похiдної):

1. Знайти область визначення.

2. Знайти першу похiдну.

3. Знайти критичнi точки функцiї.

4. Знайти другу похiдну.

5. Обчислити другу похiдну в кожнiй критичнiй точцi.

6. Вказати точки екстремуму.

7. Обчислити екстремуми – значення функцiї в точках екстремуму.

Розглянемо приклади, якi пропонуються в пiдручнику для 10 класу профiльного рiв-

ня авторами Мерзляк, Полонський, Номiровський та Якiр.

Приклад 1.3.2. Знайдiть промiжки зростання, спадання та точки екстремуму функцiї

f(x) = x2−6x
x+2

.

Розв’язання. Користуємось схемою для знаходження точок естремуму.

1) Область визначення: x+ 2 ̸= 0, тодi D(f) = (−∞;−2) ∪ (−2;+∞);

2) f ′(x) = (2x−6)(x+2)−(x2−6x)·1
(x+2)2

= (x−2)(x+6)
(x+2)2

;

3) (x−2)(x+6)
(x+2)2

= 0;

x1 = 2;x2 = −6 – критичнi точки;

при x = −2, f ′(x) не iснує – не критична точка;

4) Дiлимо область визначення на iнтервали точками 2 та -6 та перевiряємо знак похiдної

в кожному iнтервалi.

Отже, функцiя зростає на (−∞;−6]∪ [2; +∞) i спадає на (−∞;−6]∪ [2; +∞). При переходi
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Рис. 4: приклад 1.4.2.

через точку x = −6 похiдна змiнює знак з «+» не «-», тому це точка максимуму, точка

x = 2 є точкою мiнiмуму, в нiй похiдна змiнює знак з «-» на «+».

Вiдповiдь. (−∞;−6]∪ [2; +∞) – промiжок зростання; (−∞;−6]∪ [2; +∞) – промiжок спа-

дання; xmax = −6; xmin = 2.

Приклад 1.3.3. Розбийте число 180 на три таких невiд’ємних доданки, щоб два з

них вiдносились як 1:2, а добуток усiх доданкiв був найбiльшим.

Розв’язання. Нехай x– перше число, тодi 2x – друге число, а (180− 3x) – третє.

Розглянемо функцiю f(x) = x · 2x · (180 − 3x) – ця функцiя представляє добуток трьох

невiдомих чисел. Потрiбно знайти її максимум.

Область визначення [0; 180];

f ′(x) = (360x2−6x3)′ = 720x−18x2; Знайдемо критичнi точки: 720x−18x2 = 0; 18x(40−x);

x1 = 0; x2 = 40. Критичнi точки належать областi визначення. Знайдемо значення функцiї

у цих точках та на кiнцях вiдрiзка.

f(0) = 0; f(180) = 2 · 1802(180− 3 · 180) < 0; f(40) = 2 · 402(180− 3 · 40) = 192000.

maxf(x) = 192000. Отже, 40 – перше число, 80 – друге, 60 – третє.

Вiдповiдь. 180=40+80+60.

Приклад 1.3.4 (задача оптимiзацiї) Пункти A,B та C знаходяться у вершинах

прямокутного трикутника ACB(∠ABC = 90◦), AC = 285 км, BC = 60 км. Пункти A i C

сполучає залiзниця. У яку точку вiдрiзка AC слiд провести грунтову дорогу з пункту B,

щоб час перебування у дорозi вiд пункту A до пункту B був найменшим, якщо вiдомо, що

швидкiсть руху залiзницею дорiвнює 52км/год, а грунтовою дорогою – 20км/год?

Розв’язування. Нехай N – невiдома точка на вiдрiзку AC. Тодi позначимо через x(км) –

довжину вiдрiзка CN .

Розглянемо трикутник CBN(∠NCB = 90◦). Запишемо довжину сторони BN :

BN2 = CN2 + CB2 = x2 = 602;BN =
√
x2 + 3600.

Оскiльки AC = 285км, то AN = (285− x)км.
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Рис. 5: приклад 1.4.3.

Щоб дiстатись з пункту A до B потрiбно пройти два шляхи: грунтовою дорогою та залi-

зницею. Запишемо скiльки потрiбно цля цього часу, оскiльки вiдстань та швидкiсть вiдомi.

t =
√
x2+3600

20
+ 285−x

52
. Ми будемо для функцiї f(x) =

√
x2+3600

20
+ 285−x

52
шукати мiнiмум.

Область визначення [0; 285];

Знайдемо похiдну:

f ′(x) = − 1

52
+

2x

20 · 2
√
x2 + 3600

=
−40

√
x2 + 3600 + 104x

2080
√
x2 + 3600

;

Шукаємо критичнi точки, для цього f ′(x) = 0

−40
√
x2 + 3600 + 104x

2080
√
x2 + 3600

= 0,

−40
√
x2 + 3600 + 104x = 0;

−40
√
x2 + 3600 = −104x;

10
√
x2 + 3600 = 26x;

100(x2 + 3600) = 676x2;

676x2 − 100x2 = 360000;

576x2 = 360000;

x2 = 625

x1 = 25;x2 = −25

x2 – не задовiльняє умови задачi, тому x = 25.

Вiдповiдь. Для найменшого часу перебування у дорозi точку потрiбно покласти на вiдстанi

25км вiд точки C.
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ВИСНОВКИ ДО РОЗДIЛУ 1

У даному роздiлi проведено аналiз та дослiдження методiв та технiк, якi вивчаються

учнями для пошуку мiнiмумiв та максимумiв функцiй. Основнi висновки з цього роздiлу

наступнi:

Вивчення методiв дослiдження функцiй на екстремум ґрунтується на математичних

концепцiях, зокрема, на похiдних та аналiзi змiн функцiй у точках, де вони досягають

мiнiмуму або максимуму.

Вмiння дослiджувати функцiї на екстремум є важливим як для навчального проце-

су, так i для розвитку аналiтичних навичок учнiв. Це надає можливiсть застосовувати

математичнi знання у реальних завданнях та проблемах.

Методи пошуку мiнiмумiв та максимумiв функцiй широко використовуються в на-

укових дослiдженнях, iнженерiї, економiцi, фiзицi та iнших галузях. Вони допомагають

оптимiзувати рiшення та знаходити оптимальнi значення.

Учнi, якi вивчають дослiдження функцiй на екстремум, розвивають практичнi нави-

чки аналiзу, моделювання та розв’язування завдань. Цi навички кориснi в подальшому

навчаннi та професiйнiй дiяльностi.

Вивчення цього роздiлу математики сприяє розвитку критичного мислення та ма-

тематичної компетентностi учнiв, а також надає основи для подальших дослiджень та

розвитку в галузi науки та технологiй.

Отже, питання дослiдження функцiй на екстремум в профiльнiй школi посiдає одне

з перших мiсце в навчальному процесi профiльних шкiл, готуючи учнiв до розв’язання

реальних завдань та розвитку аналiтичних навичок, якi будуть кориснi в їхньому подаль-

шому навчаннi та професiйнiй дiяльностi.
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РОЗДIЛ 2

ВИКОРИСТАННЯ ОПТИМIЗАЦIЙНИХ ЗАДАЧ В ЕКОНОМIЦI

Для успiшностi будь-якої пiдприємницької дiяльностi, основним завданням є встанов-

лення оптимального вiдношення мiж витратами та досягнутими результатами. Оптимiза-

цiйнi задачi в економiцi ставлять за мету знаходження найкращого рiшення, враховуючи

певний критерiй (критерiї) та обмеження, i вирiшуються за допомогою математичних мо-

делей i методiв математичного програмування.

Сучасна економiка вимагає рацiонального використання рiзних ресурсiв та прийнят-

тя оптимальних рiшень в умовах обмежень. Оптимiзацiя, як математичний пiдхiд, стала

необхiдною складовою аналiзу та планування в економiцi.

Оптимiзацiйнi задачi в економiцi включають в себе пошук оптимальних рiшень для

максимiзацiї прибутку, мiнiмiзацiї витрат, розподiлу ресурсiв та багато iнших важливих

завдань. Вони застосовуються в рiзних галузях, включаючи фiнанси, виробництво, логi-

стику, маркетинг, торгiвлю та iншi.

У цьому роздiлi ми розглянемо рiзнi аспекти використання оптимiзацiйних задач в

економiцi. Ми дослiдимо приклади практичного застосування оптимiзацiї для вирiшення

конкретних економiчних завдань, а також розглянемо основнi методи та iнструменти, якi

допомагають економiстам та менеджерам приймати обґрунтованi рiшення.

Оптимiзацiя в економiцi допомагає пiдвищувати ефективнiсть виробництва, управлi-

ння ресурсами, планування та прийняття рiшень, що має велике значення для стабiльностi

та успiшностi пiдприємств та галузей. Далi ми дослiдимо рiзнi аспекти цього важливого

питання та розкриємо можливостi оптимiзацiї в економiцi.

Особливiстю задач математичного програмування є те, що до них не завжди можна

застосувати класичнi методи дослiдження на екстремум. Iнша їхня особливiсть пов’язана

iз розмiром задач практичного характеру. Зазвичай, в практичних задачах велика кiль-

кiсть змiнних та обмежень i аналiзувати кожну стацiонарну точку на екстремум просто

неможливо.

Враховуючи цi двi особливостi, метою математичного програмування є саме пошук

ефективних методiв розв’язування задач оптимiзацiї.
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2.1.Задачi на знаходження найбiльшого та найменшого значень функцiї

У сучасному свiтi, де економiчна дiяльнiсть вiдiграє важливу роль, прийняття обґрун-

тованих рiшень є вирiшальним фактором для досягнення успiху у бiзнесi та управлiннi

ресурсами. Однiєю з ключових задач є оптимiзацiя виробництва, використання ресурсiв

та прийняття рiшень на основi аналiзу функцiй, якi вiдображають економiчнi процеси.

Пiдприємства, фiнансовi установи та iншi економiчнi агенти використовують задачi на

знаходження найбiльшого та найменшого значення функцiй для досягнення оптимальних

результатiв.

Формалiзацiя оптимiзацiйних задач в економiцi включає в себе визначення цiлi, обме-

жень та змiнних, якi використовуються для моделювання конкретної ситуацiї або про-

блеми. Цей процес дозволяє перетворити економiчну задачу на математичну форму, яку

можна аналiзувати та вирiшувати за допомогою методiв оптимiзацiї. Ось як виглядає

формалiзацiя оптимiзацiйних задач в економiцi:

Цiль (функцiя цiлi): Це математична функцiя, яка визначає те, що потрiбно максимi-

зувати чи мiнiмiзувати в рамках економiчної задачi. Зазвичай це функцiя вартостi, при-

бутку, користi чи iншого важливого показника.

Обмеження: Це умови, якi обмежують дiапазон можливих значень для змiнних зада-

чi. Обмеження можуть бути технiчними, фiнансовими, часовими чи iншими. Обмеження

вiдображають реальнi умови та обставини економiчної ситуацiї.

Змiннi: Це параметри, якi можуть змiнюватися в межах задачi для досягнення опти-

мального результату. Цi змiннi можуть представляти кiлькiсть продукцiї, цiни товарiв,

обсяги виробництва, кiлькiсть ресурсiв тощо.

Формалiзацiя задачi: Оптимiзацiйна задача може бути сформульована у виглядi ма-

тематичної моделi. Наприклад, задачу на максимiзацiю прибутку можна сформулювати

як:

Максимiзувати функцiю прибутку P (x) за умови, що обмеження A(x) ≤ b та x нале-

жить деякому дiапазону значень.

де x - вектор змiнних (наприклад, обсяг виробництва товару), P (x) - функцiя прибу-

тку (цiльова функцiя), A(x) - матриця обмежень, b - вектор обмежень.
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Методи розв’язання: Для розв’язання сформульованих оптимiзацiйних задач iснують

рiзнi методи. Аналiтичнi методи включають знаходження аналiтичних похiдних функцiї

цiлi та врахування умов для знаходження точок екстремуму. Чисельнi методи, такi як ме-

тоди градiєнтного спуску, методи Нелдера-Мiда, алгоритми динамiчного програмування,

використовуються для складних задач, де аналiтичне розв’язання може бути недоцiльним

чи неможливим.

Розглянемо деякi з основних застосувань задач на знаходження найбiльшого та най-

меншого значень функцiї в економiцi:

1. Максимiзацiя прибутку: Однiєю з основних задач у бiзнесi є максимiзацiя при-

бутку. Задачi на знаходження максимуму функцiй допомагають визначити оптимальнi

рiшення щодо обсягiв виробництва, цiн, реклами, витрат тощо, якi призведуть до макси-

мального прибутку.

2. Мiнiмiзацiя витрат: Управлiння витратами є ключовим аспектом ефективного

ведення бiзнесу. Задачi на знаходження мiнiмуму функцiй дозволяють визначити опти-

мальний розподiл ресурсiв, щоб знизити витрати при заданих умовах.

3. Цiноутворення: Прийняття рiшення щодо встановлення цiн на товари та послу-

ги вимагає аналiзу попиту, конкуренцiї та витрат. Задачi на знаходження максимуму або

мiнiмуму функцiй допомагають знайти оптимальну цiнову полiтику для максимiзацiї при-

бутку або покриття витрат.

4. Управлiння запасами: Для багатьох компанiй оптимальне управлiння запасами є

важливим аспектом. Задачi на знаходження мiнiмуму функцiй допомагають знайти опти-

мальний рiвень запасiв, який забезпечує попит та мiнiмiзує витрати на зберiгання.

5. Оптимальне управлiння портфелем iнвестицiй: Управлiння фiнансовими ресур-

сами та iнвестицiями вимагає знаходження балансу мiж доходами та ризиками. Задачi на

знаходження максимуму функцiй допомагають визначити оптимальний розподiл iнвести-

цiй для досягнення максимального доходу або мiнiмiзацiї ризикiв.

6. Оптимiзацiя виробництва: У виробничому середовищi задачi на знаходження най-

бiльшого та найменшого значення функцiй використовуються для планування обсягiв ви-

робництва, вибору оптимальних технологiй, розподiлу робочої сили та витрат.
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7. Управлiння ризиками: Задачi на знаходження найменшого значення функцiй ви-

користовуються для визначення оптимальних стратегiй управлiння ризиками, якi допо-

магають знизити можливi збитки та негативнi наслiдки.

Цi застосування лише декiлька з багатьох можливих в економiцi. Наведемо декiлька

прикладiв розв’язування таких задач. Для їхнього розв’язання використаємо похiдну. По-

хiдна - це основний iнструмент для дослiдження функцiї на екстремум. Економiчний сенс

похiдної полягає в швидкiстi змiни деякого економiчного процесу з плином часу або щодо

iншого дослiджуваного фактора.

Значна кiлькiсть виробничих та господарських задач зводиться до знаходження най-

бiльшого чи найменшого значення певної функцiї на певному вiдрiзку. Зокрема, це сто-

сується прикладних виробничих задач з професiйної дiяльностi спецiалiста економiчного

профiлю.

Прикладом може бути задача про максимiзацiю прибутку бiзнесу. Розглянемо ви-

робника товарiв. Його прибуток визначається як рiзниця мiж доходами та витратами.

Якщо доходи визначаються функцiєю R(x), де x - кiлькiсть одиниць товару, а витрати -

функцiєю C(x), то прибуток позначається як

P (x) = R(x)− C(x).

Для знаходження максимального прибутку ми шукаємо значення x, при якому похiдна

P ′(x) дорiвнює нулю. Це означає, що в данiй точцi прибуток максимальний. Таким чином,

похiдна допомагає визначити оптимальну кiлькiсть товару для виробництва.

Розглянемо конкретнi приклади розв’язання задач оптимiзацiї в економiцi.

Приклад 2.1.1. Ви виробляєте та продаєте товари. Витрати на виробництво зада-

ються формулою: C(Q) = Q3 − 37Q2 + 169Q + 400, а функцiя доходу: R(Q) = 100Q−Q2.

Q–кiлькiсть проданого товару. Знайти оптимальну кiлькiсть товару, яку вам слiд вироби-

ти та продавати, щоб максимiзувати прибуток.

Розв’язання. Для розв’язання цiєї задачi використаємо формулу прибутку:

P (Q) = R(Q)− C(Q).

Тодi P (Q) = 100Q−Q2 − (Q3 − 37Q2 + 169Q+ 400) = −Q3 + 36Q2 − 69Q− 400;

P (Q) = −Q3 + 36Q2 − 69Q− 400 → max;

P ′(Q) = −3Q2 + 72Q− 69;
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Знайдемо критичнi точки: P ′(Q) = 0;

−3Q2 + 72Q− 69 = 0;

Q1 = 23;Q2 = 1;

4) Дiлимо область визначення на iнтервали точками 1 та 23 та перевiряємо знак похiдної

в кожному iнтервалi.

Рис. 6: приклад 1.4.2.

Отже, оптимальна кiлькiсть товару Q = 23 для максимiзацiї прибутку, тодi максимальний

прибуток буде становити P (Q)max = P (23) = 4890ум.од.

Приклад 2.1.2. Фiрма планує випускати електродвигуни. На основi проведених до-

слiджень було знайдено залежнiсть попиту q вiд цiни p(грн.) одного двигуна:

q = 100000− 200p,

де q – це кiлькiсть електродвигунiв для продажу за рiк, шт.

Витрати фiрми на випуск q електродвигунiв становлять (функцiя вартостi):

C(q) = (150000 + 100q + 0, 003q2) грн.

Потрiбно розрахувати дохiд вiд продажу електродвигунiв та визначити його оптимальне

значення. Розв’язання. Валовий дохiд

R = pq.

Запишемо функцiю p у виглядi функцiї аргументу q, з формули R = pq знаходимо

p = 500− 0, 005q.
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Отже, валовий дохiд залежить вiд кiлькостi q електродвигунiв так: R(q) = q(500−0, 005q)грн.

Якщо вирахувати з валового доходу R(q) вартiсть двигуна, то отримаємо чистий дохiд:

P (q) = R− C = 500q − 0, 005q2 − (150000 + 100q + 0, 003q2) = (−0, 008q2 + 400q − 150000).

Отримали функцiю доходу

P (q) = −0, 008q2 + 400q − 150000.

Для знаходження точки екстремуму обчислимо першу похiдну i прирiвняємо її до нуля:

P
′(q)=−0,016q+400;

−0, 016q + 400 = 0;

q = 25000.

P
′′(q)=−0,016<0. Отже, графiк є опуклим донизу iз точкою максимуму q = 25000, P (q) =

P (25000) = 4850000.

Вiдповiдь. Дохiд вiд продажу електродвигунiв P (q) = −0, 008q2 + 400q − 150000 грн. та

оптимальне його значення 4850000 грн. досягається при продажi 25 000 електродвигунiв

за рiк.

Приклад 2.1.3. Пекарня щотижня випiкає q одиниць житнього хлiба. Загальна вар-

тiсть виготовлення цiєї кiлькостi q задана функцiєю C = 100000 + 1500q + 0, 2q2 (грн).

Скiльки одиниць хлiба потрiбно випiкати, щоб мiнiмiзувати середню вартiсть хлiба?

Розв’язання. Для знаходження середньої вартостi одиницi продукцiї, загальну вар-

тiсть виготовлення дiлять на кiлькiсть виготовленої продукцiї. Отже запишемо функцiю

(математичну модель) середньої вартостi випiкання одного хлiба:

f(q) =
C

q
=

100000 + 1500q + 0, 2q2

q
=

100000

q
+ 1500 + 0, 2q.

Дослiджуємо функцiю на екстремум.

f ′(x) = −100000q−2 + 0, 2, прирiвнюємо похiдну до нуля i отримаємо

q2 =
100000

0, 2
= 500000.

Тобто q = 707, 11 (од).

За допомогою другої похiдної перевiримо критичну точку:
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f(q) = 200000q−3; f(707, 11) = 0, 00056 > 0.

Отже, мiнiмум середньої вартостi хлiба досягнеться при q = 707 одиниць щотижня.

Приклад 2.1.4. Вiдстань вiд головного складу, який розмiщений в пунктi K, до ма-

газину дорiвнює 50 км, а до автомагiстралi , яка проходить повз магазин – 30 км. Пiд яким

кутом x до автомагiстралi слiд слiд побудувати грунтову дорогу , щоб вартiсть перевезен-

ня вантажу мiж та була найменшою? Вiдомо, що вартiсть перевезення по автомагiстралi

вдвiчi менша, нiж по грунтовiй дорозi.

Рис. 7: приклад 2.1.4.

Розв’язання. Перевезення будуть вiдбуватися поламанiй KCA, тому складемо фун-

кцiю P = f(x), яка залежить вiд кута x та показує вартiсть перевезення. Нехай:

p– це вартiсть 1км перевезення по автомагiстралi;

2p– це вартiсть 1км перевезення по грунтовiй дорозi.

Тодi загальна вартiсть перевезення по ламанiй KCA: P = 2p · CK + p · AC.

Розглянемо трикутник CKB. Вiн прямокутний, тому виразимо CK та AC через кут x:

CK =
KB

sinx
=

30

sinx
, CB = KB · ctgx = 30 · ctgx

За теоремою Пiфагора, з прямокутного трикутника AKB:

AB =
√
AK2 −KB2 =

√
502 − 302 =

√
2500− 900 = 40,
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оскiльки AC = AB − CB = 40− 30 · ctgx, то матимемо шукану функцiю:

P (x) = 2p
30

sinx
+ p(40− 30ctgx)

Знайдемо обмеження для x. Очевидно, що точка C може займати будь-яке мiсце на вiдрiз-

ку AB. Якщо вона спiвпаде з точкою B, то x = 900 = 1
2
π. А якщо вона спiвпаде з точкою

A, то x = ∠KAB. З трикутника KAB:

∠KAB = arccos
AB

AK
= arccos

40

50
= arccos 0, 8

Отже, найменше значення цiльової функцiї будемо шукати на вiдрiзку [arccos 0, 8; 1
2
π].

Далi дослiджуємо функцiю на екстремум згiдно схеми. 1) Похiдна:

P ′ = (
60p

sin x
+ 40p− 30p · ctgx)′ = −60p · x

sin2x
+

30p

sin2x
=

30p− 60p · cos x

sin2x

2) Критичнi точки: 30p− 60p · cosx = 0,

sin2x ̸= 0,

1− 2cos x = 0, cos x =
1

2
, x = ±π

3
+ 2πn, n ∈ Z

З усiх точок тiльки одна x = π
3

належить вiдрiзку [arccos 0, 8; 1
2
π].

3)Знайдемо значення функцiї на кiнцях вiдрiзка [arccos 0, 8; 1
2
π] та в критичнiй точцi

x = π
3
:

f(arccos0, 8) =
60p√

1− 0, 82
+ 40p− 30p · 0, 8√

1− 0, 82
= 60p+ 40p = 100p;

f(
1

2
π) =

60p

1
+ 40p− 30p · 0 = 100p;

f(
π

3
) =

60p
√
3
2

+ 40p− 30p√
3
= 40p+

90p√
3
.

Бачимо, що найменшого значення на вiдрiзку [arccos 0, 8; 1
2
π] функцiя набуває при

x = π
3
= 600.

Отже, вартiсть перевезення мiж A та K буде найменшою при x = π
3
= 600.
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2.2. Задачi лiнiйного програмування. Графiчне розв’язування задач лiнiй-

ного програмування. Приклади

Задачi оптимiзацiї, мета яких полягає в знаходженнi найкращого значення лiнiйної

функцiї (максимiзацiї чи мiнiмiзацiї), враховуючи обмеження, якi також заданi лiнiйними

рiвняннями або нерiвностями називають задачами лiнiйного програмування.

Задача на знаходження максимального чи мiнiмального значення функцiї Z = ñ1x1+ñ2x2,

iз заданими обмеженнями

a11x1 + a12x2(⩽,=,⩾)b1;

a21x1 + a22x2(⩽,=,⩾)b2;

a31x1 + a32x2(⩽,=,⩾)b3;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + am2x2(⩽,=,⩾)bm. x1 ⩾ 0, x2 ⩾ 0;

є двовимiрною задачею лiнiйного програмування (задача лiнiйного програмування з двома

змiнними).

Розв’язання лiнiйних задач складається з трьох основних крокiв: складання матема-

тичної моделi задачi, що передбачає вибiр змiнних, формалiзацiю обмежень та визначен-

ня цiльової функцiї. Важливо правильно обрати змiннi та сформулювати обмеження, щоб

математична модель вiдображала реальну суть завдання. Розв’язання сформульованої за-

дачi з використанням вiдповiдних методiв. Аналiз отриманого оптимального рiшення та

iнтерпретацiя результатiв.

Для розв’язання лiнiйних програм зазвичай використовують два основних методи:

графiчний та симплекс-метод. Графiчний метод базується на геометричних принципах i

дозволяє знаходити оптимальний варiант на вершинi областi, обмеженої лiнiйними обме-

женнями. Важливо вiдзначити, що графiчний метод особливо корисний та цiкавий для

учнiв, оскiльки дозволяє вiзуалiзувати задачу та покращує навички побудови графiкiв.

Однак вiн застосовується тiльки до двовимiрних задач, оскiльки для багатовимiрних за-

дач побудова вiдповiдних графiкiв стає складною або навiть неможливою.

Розглянемо основнi етапи розв’язування двовимiрної задачi лiнiйного програмування

графiчним методом :

1. Побудова системи координат, в якiй осi координат представляють значення змiнних за-
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дачi.

2. Побудова обмежень у виглядi прямих чи пiвплощин.

3. Знаходимо область, яка обмеженами лiнiями. Ця область називається областю допусти-

мих значень.

4. Побудова вектора N = (c1; c2), який задає напрям зростання цiльвої функцiї.

5. Перпендикулярно до вектора N = (c1; c2), будується пряма ñ1x1 + ñ2x2 = const.

5. Залежно вiд того, чи максимiзуємо, чи мiнiмiзуємо функцiю, рухаємо пряму ñ1x1 +

ñ2x2 = const у напрямку вектора N = (c1; c2) або в протилежному вiдповiдно.

6. Визначаємо координати екстримальної точки та обчислємо значення цiльової функцiї в

цiй точцi.

На прикладi деяких економiчних задач розглянемо застосування графiчного методу.

Приклад 2.2.1. Магазин хоче лiквiдувати 180 сорочок та 100 пар штанiв з минулого

сезону. Магазин пропонує двi акцiї – X та Y. Акцiя X – це пакет з однiєї сорочки та пари

штанiв, якi продаються за 300ум. од., акцiя Y – це пакет з трьох сорочок та пари штанiв,

якi продаються за 500ум. од. Магазин не хоче продавати менше 20 пакетiв по акцiї X та

менше 10 по акцiї Y. Потрiбно вказати оптимальну кiлькiсть пакетiв, якi слiд продати,

щоб максимiзувати прибуток вiд рекламної акцiї.

Розв’язування.

Нехай:

x– кiлькiсть пакетiв акцiї X,

y– кiлькiсть пакетiв акцiї Y .

Метою а максимiзувати прибуток. Прибуток розраховується, як сума виручки вiд продажу

пакетiв X та Y , тодi

P = 300x+ 500y.

Це i є наша функцiя, яку потрiбно максимiзувати.

Також маємо обмеження:


x+ 3y ⩽ 180;

x+ y ⩽ 100;

x ⩾ 20, y ⩾ 10

Будуємо систему координат, в якiй осi координат представляють значення змiнних задачi

x та y.
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Будуємо обмеження у виглядi прямих.

Знаходимо область, яка обмеженами лiнiями. Ця область є областю допустимих значень.

Побудуємо вектор N = (300; 500), який задає напрям зростання цiльвої функцiї.

Рис. 8: Область допустимих значень

Перпендикулярно до вектора N = (300; 500), будуємо пряму. Оскiльки, нам потрiбно зна-

йти максимальне значення, то рухаємо прямою у напрямку вектора. Та знаходимо точку

D = (60, 40), яка i є точкою максимуму.

Знайдемо значення прибутку в цiй точцi P (D) = 300 ·60+500 ·40 = 38000ум. одиниць.

Вiдповiдь. Максимальний прибуток 38000 ум. одиниць досягнеться за умови, що пакетiв

акцiї X буде продаватись 60, а пакетiв акцiї Y – 40.

Розглянемо iншу задачу.

Приклад 2.2.2. Виробництво спецiалiзується на пошиттi жiночих суконь, зокрема цього

сезону воно випускає два види суконь – A та B. Сукнi обох видiв виготовляються на двох

швейних машинах (для шиття та оверлог). Тривалiсть обробки однiєї сукнi кожної моделi

подано в таблицi.

Вiд продажу даних суконь виробництво отримує прибуток 50 ум. одиниць вiд моделi

A та 30 ум. одиниць вiд моделi B. Фiрма не може продавати бiльше 80 суконь моделi B
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Рис. 9: Вектор N = (300; 500)

Рис. 10: Пряма, перпендикулярна вектору N
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Рис. 11: Приклад 2.2.2.

на тиждень, а також не хоче щоб продаж моделi A перевищував продаж моделi B бiльше

нiж на 30 одиниць. Потрiбно визначити обсяги виробництва суконь двох моделей, щоб

прибуток був максимальним.

Розв’язання. Побудуємо економiко-математичну модель поставленої задачi та гра-

фiчним методом розв’яжемо її.

Нехай x1– це кiлькiсть суконь моделi A, яку потрiбно виготовляти за тиждень;

x2 – це кiлькiсть суконь моделi B, яку потрiбно виготовляти за тиждень.

Цiльова функцiя Zmax = 50x1+30x2 – максимум прибутку фiрми вiд реалiзацiї продукцiї.

Також за умовою задачi є обмеження:

30x1 + 15x2 ⩽ 2400 (хв) – тривалiсть роботи швейної машини 1

12x1 + 26x2 ⩽ 2160 (хв) – тривалiсть роботи швейної машини 2

x1 − x2 ⩽ 30; x2 ⩽ 80 – обмеження на попит.

Загалом економiко-математична модель цiєї задачi має вигляд:

Знайти Zmax = 50x1 + 30x2 згiдно умов

30x1 + 15x2 ⩽ 2400;

12x1 + 26x2 ⩽ 2160;

x1 − x2 ⩽ 30;

x1 ⩾ 0; 0 ⩽ x2 ⩽ 80.

Згiдно зi схемою розв’язання лiнiйних задач графiчним методом, на першому кроцi

нам потрiбно побудувати графiк та зобразити на ньому всi обмеження у виглядi пiвпло-

щин. Цим ми знайдемо таку область, де виконуються всi обмеження даної моделi.



35

Обмеження x1 ⩾ 0;x2 ⩾ 0 вказують на те, що наша область знаходиться у першому

квадрантi. Зобразивши наступнi обмеження, отримали перерiз усiх пiвплощин, який i є

областю допустимих значень для задачi. Видiлимо шестикутник OABCDE (рис. 11). Iз

цiєї областi нам потрiбно вибрати таку точку, в якiй цiльво функцiя набуває найбiльшого

значення, тобто значення найбiльшого прибутку фiрми.

Побудуємо вектор N = (50, 30), де координати вектора – це коефiцiєнти при змiнних

у функцiї Z. Напрям вектора – напрям збiльшення значення цiльової функцiї ( збiльшення

прибутку).

Рис. 12: Область допустимих розв’язкiв задачi 2.2.2.

Побудуємо пряму, яка є перпендикулярною вектору N = (50, 30), 50x1 + 30x2 = 0.

Пряма проходитиме через початок координат. Тодi щоб знайти максимальне значення

пересуваємо паралельно самiй собi дану пряму у напрямку зростання цiльової функцiї,

тобто у напрямку вектора N = (50, 30). Робимо це до того часу, як визначемо вершину

шестикутника, яка i буде найбiльшим значенням. На рис.11 можемо побачити, що такою

точкою є точка C. Оскiльки точка C є перетином двох прямих, то її координати знайдемо

розв’язавши систему рiвнянь :
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30x1 + 15x2 ⩽ 2400;

12x1 + 26x2 ⩽ 2160;

I отримали координати точки C(50, 60), тобто x1 = 50, x2 = 60. Знайдемо значення цiльвої

функцiї в цiй точцi Fmax = 50 · 50 + 30 · 60 = 4300. Вiдповiдь. Для того щоб виробництво

отримало максимальний прибуток, а саме 4300 у. о., потрiбно виготовляти 50 моделей

сукнi A та 60 моделей сукнi B кожного тижня.
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ВИСНОВКИ ДО РОЗДIЛУ 2

Використання оптимiзацiйних задач в економiцi пiдкреслює важливiсть математи-

чного моделювання, що дозволяє аналiзувати складнi економiчнi взаємодiї та приймати

обгрунтованi рiшення на основi об’єктивних даних. Оптимiзацiя стає ключовим iнструмен-

том для управлiння на всiх рiвнях - вiд менеджменту пiдприємств до урядових iнстанцiй.

Вона сприяє пiдвищенню продуктивностi працi, зниженню витрат i оптимiзацiї виробни-

чих процесiв, що призводить до зростання прибутковостi та ефективностi господарської

дiяльностi.

Оскiльки умови ринку постiйно змiнюються, використання оптимiзацiйних задач стає

постiйною необхiднiстю. Економiсти та менеджери повиннi постiйно вдосконалювати свої

методи та аналiзувати новi технологiї для досягнення оптимальних результатiв.

Крiм того, вивчення математичних задач на факультативних заняттях може зробити

математику цiкавiшою та практичнiшою для учнiв, заохочуючи їх дослiджувати новi кон-

цепцiї та методи. Оптимiзацiя має широке застосування у свiтi бiзнесу, науки та iнженерiї.

Учнi, якi вивчають цей предмет, можуть мати перевагу при виборi майбутньої кар’єри.

Вивчення оптимiзацiйних задач в економiцi на факультативних заняттях розширює

горизонти знань учнiв та пiдготовлює їх до вирiшення складних завдань та прийняття

обгрунтованих рiшень як у навчаннi, так i в майбутньому життi. У пiдсумку, використання

оптимiзацiйних задач в економiцi є ключовим iнструментом для досягнення ефективностi,

прибутковостi та сталого розвитку. Воно сприяє рацiональному управлiнню ресурсами та

допомагає вирiшувати економiчнi завдання в умовах зростаючої складностi та змiн.
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РОЗДIЛ 3

РОЗРОБКА ФАКУЛЬТАТИВНОГО ЗАНЯТТЯ

3.1. Факультативне заняття за темою: «Похiднi функцiї та їх застосування до

розв’язування задач оптимiзацiї з економiки»

Згiдно iз новим державним стандартом шкiльної освiти в сучасному пiдходi до освi-

тнього процесу перевага надається розвитку ключових компетентностей, критичного ми-

слення, творчостi та саморегуляцiї учнiв.

Компетентнiсний пiдхiд в шкiльнiй освiтi - це педагогiчна фiлософiя та методологiя,

яка акцентує увагу на розвитку конкретних навичок, знань i вмiнь (компетентностей),

необхiдних для ефективного функцiонування в сучасному суспiльствi. Основною iдеєю

компетентнiсного пiдходу є пiдготовка учнiв до реального життя та роботи, а не просто

передача теоретичних знань.

Основнi характеристики компетентнiсного пiдходу включають:

Орiєнтацiя на результат. Учнi вивчають не тiльки факти i теоретичнi знання, але i

навчаються застосовувати цi знання у рiзних ситуацiях.

Iнтердисциплiнарнiсть. Пiдхiд сприяє поєднанню знань з рiзних предметних областей

для розв’язання складних проблем.

Активне навчання. Учнi активно залучаються до процесу навчання через практичнi

завдання, проекти, дослiдження i взаємодiю з iншими.

Розвиток ключових компетентностей. Зокрема, це включає навички критичного ми-

слення, розв’язання проблем, комунiкацiї, креативностi та iншi, якi важливi для успiху в

сучасному суспiльствi.

Оцiнювання на основi компетентностей. Оцiнки не тiльки базуються на знаннях, але

i на здатностях учнiв використовувати цi знання у практичних завданнях.

Самостiйнiсть i саморегуляцiя. Учнi навчаються самостiйно вирiшувати завдання,

встановлювати цiлi та контролювати свiй власний навчальний процес.

Компетентнiсний пiдхiд спрямований на пiдготовку учнiв до функцiонування в суча-

сному iнформацiйному та глобальному суспiльствi, де набуває важливостi не лише засво-

єння фактiв, але й здатнiсть використовувати їх в практичних ситуацiях. Математична

компетентнiсть вiдiграє важливу роль в загальному розвитку особистостi, оскiльки мате-

матика є ключовим iнструментом у розвитку логiчного мислення, розв’язаннi завдань i
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прийняттi рiшень в рiзних сферах життя. Вона також є невiд’ємною частиною освiти та

готує учнiв до викликiв i можливостей сучасного свiту.

Математична компетентнiсть - це здатнiсть особи розумiти, застосовувати та аналiзу-

вати математичнi концепцiї, методи та процедури для розв’язання рiзноманiтних завдань

та проблем у реальних життєвих ситуацiях. Ця компетентнiсть включає в себе декiль-

ка ключових аспектiв: розумiння математичних концепцiй, застосування математичних

методiв, критичне мислення, проектна дiяльнiсть, робота з технологiями.

Для досягнення успiху на факультативних заняттях з задач оптимiзацiї, вчителю ре-

комендується враховувати наступнi пiдходи та стратегiї:

1. Чiтка постановка мети i цiлей: Спочатку визначте, якi саме компетентностi та навички

ви хочете розвинути у своїх учнiв на цих заняттях. Сформулюйте чiткi цiлi та очiкуванi

результати.

2. Практичнi завдання i приклади: Зосередьте увагу на розв’язаннi реальних економiчних

задач та оптимiзацiйних завдань. Використовуйте приклади, якi вiдображають сучаснi

економiчнi ситуацiї та проблеми. Пояснюйте, як оптимiзацiя використовується в суча-

сному економiчному життi. Вказуйте на успiшнi приклади застосування оптимiзацiйних

методiв у бiзнесi i економiцi.

3. Iнтерактивнiсть i групова робота: Створiть сприятливу атмосферу для обговорення та

спiвпрацi. Дозвольте учням спiльно розв’язувати задачi та обговорювати стратегiї.

4. Застосування сучасних технологiй: Використовуйте комп’ютернi програми та iнтер-

активнi ресурси для вирiшення оптимiзацiйних завдань. Це може зробити навчання бiльш

захоплюючим i ефективним.

5. Стимулювання самостiйностi: Пiдтримуйте учнiв у розвитку навичок самостiйного по-

шуку та розв’язування задач. Давайте їм можливiсть вибирати проекти або завдання, якi

їх цiкавлять.

6.Оцiнка та зворотний зв’язок: Дотримуйтеся прозорої системи оцiнювання та надавайте

зворотний зв’язок учням щодо їхнього прогресу. Це може мотивувати їх до досягнення

кращих результатiв.

7. Постiйна самоосвiта: Оскiльки ця область постiйно розвивається, берiть участь у профе-

сiйних семiнарах, вивчайте новi пiдходи та методи оптимiзацiї. Для постiйного розвитку

педагога зараз у вiльному доступi є все: онлайн-вебiнари, курси, тренiнги та iншi цiкавi

заходи.
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Важливо надати учням можливiсть зацiкавитися матерiалом та показати, як матема-

тика i оптимiзацiя можуть бути застосованi в реальному життi, а особливо в економiчних

сферах.

Однiєю iз дiєвих методик є групова робота. Робота в групах дозволяє учням обмi-

нюватися iдеями та розвивати навички спiвпрацi. Для результативної роботи в групах

рекомендується звернути увагу на такi деталi:

1. органiзацiя груп: учнiв подiляють на групи, зазвичай по 3-4 учнi у кожнiй групi. Варто

формувати групи так, щоб в кожнiй iз них були представники рiзного рiвня математичних

знань. В такому випадку, учнi мають можливiсть навчитися один вiд одного;

2. завдання для груп: кожна група отримує конкретну задачу оптимiзацiї для розв’язання.

Також альтернативою завдання, яке задає вчитель може бути створення групою завдан-

ня;

3. процес роботи: учнi в групах обговорюють задачу та розробляють план її розв’язання.

Кожен учень в своїй групi може виконувати певну роль, наприклад, один аналiзує вхiднi

данi, другий обчислює похiднi, третiй виконує аналiз результатiв тощо. Або ж можливий

варiант щоб кожен учень всi етапи робив, пiсля чого, членм однiєй групи звiряють резуль-

тати;

4. презентацiя та обговорення: представники кожної з груп презентують свої результати.

Вони можуть робити це в будь-якому виглядi: короткий виклад розв’язання та результати,

виступ iз графiками, таблицями i звичайно з вiдповiдями на запитання вiд iнших учнiв.

Пiсля презентацiї вiдбувається обговорення розв’язання, питання вiд класу та можливi

шляхи покращення;

5.оцiнювання: оцiнка може включати правильнiсть розв’зання, процес роботи в групi та

iндивiдуальну роботу, знання основних означень та правил, вiдповiдi на додатковi питан-

ня.

Зробити факультативне заняття бiльш захопливим та цiкавим для учнiв можуть iнте-

рактивнi завдання. Iснує багато сайтiв для створення рiзнотипних завдань. Для повторен-

ня основних означень з теми "Похiдна можна використати iнтерактивне завдання (вправа

на LearningApps, додаток 1):

Схожi завдання можна використовувати i для домашнього завдання, як пiдготовку

до контрольного оцiнювання. Завдання такого типу допомагають краще засвоїти отриманi

знання та ще раз їх повторити.
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Рис. 13: Вправа: Знайдiть всi слова

Оскiльки використання похiдної у задачах оптимiзацiї є вiдносно складною темою та

може завдавати значного навантаження на розумовi здiбностi учнiв пiд час факультатив-

них занять, вчителi повиннi активно розвивати методи пiдтримки iнтересу та активностi

учнiв протягом уроку. Тому на сьогоднi iснує тенденцiя включати в навчальний процес

дидактичнi iгри. Цi iгри можуть бути цiкавими та заохочувати пасивних учнiв до активної

участi в уроках. Однiєю з переваг таких завдань у формi гри є те, що учнi непомiтно осво-

юють новий матерiал та принципи розв’язання задач. Важливо пам’ятати, що iгри повиннi

мати чисто навчальний характер i бути уважно впровадженi в навчальний процес. Вони

можуть використовуватися для пояснення або закрiплення математичних концепцiй. При-

кладом гри, який може бути застосований пiд час факультативних занять з теми "Похiднi

функцiї та їх використання в задачах оптимiзацiї в економiцi є гра "Вiрю, не вiрю де учнi

можуть виконувати завдання на перевiрку правильностi обчислення похiдних.

Враховуючи вище описанi пiдходи та стратегiї, мною було розроблено факультативне

заняття за темою «Похiднi функцiї та їх застосування до розв’язування задач оптимiзацiї

з економiки». Розроблене факультативне заняття пройшло апробацiю пiд час проходження

практики у Ланчинському лiцеї iм. Юрiя Шкрумеляка. Iз спостережень, можна зазначити,

що дана тема є важливою, оскiльки похiдна широко застосовується в задачах оптимiзацiї,

але одночас тема складна та на її вивчення в шкiльному курсi вiдведено мала кiлькiсть

годин. Вiдповiдно учнi погано орiєнтуються в означеннях з цiєї теми, а також губляться

при розв’язуваннi прикладiв та задач, де потрiбно використати похiдну.

Конспект заняття

Тема: Похiднi функцiй та їх застосування до розв’язування задач оптимiзацiї з

економiки.

Мета навчальна: навчити учнiв застосовувати концепцiю похiдної для розв’язання

оптимiзацiйних задач в економiцi та iнших сферах, надати їм практичнi навички з вико-
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ристання математичних методiв в реальних ситуацiях.

Мета розвивальна: розвивати аналiтичне мислення та здатнiсть до критичного

аналiзу, навички самостiйного розв’язання складних завдань, збiльшувати математичну

компетентнiсть учнiв.

Мета виховна: Пiдкреслити важливiсть математичних знань у сучасному свiтi та

заохочувати учнiв до зацiкавлення вивчення математики, показати, як математика мо-

же бути застосована в рiзних галузях життя i сприяти розвитку готовностi до вивчення

складних математичних концепцiй.

Тип уроку: комбiнований урок.

План

1. Органiзацiйний момент (2 хв.)

2. Запровадження концепцiй (15 хв.)

3. Розв’язування задач та вправ (25 хв.)

4. Пiдведення пiдсумкiв (3 хв.)

Хiд уроку

1. Органiзацiйний момент

2. Запровадження концепцiй.

Для початку введемо означення похiдної.

Нехай функцiя y = f(x) визначена на деякому iнтервалi.

1. Зафiксуємо деяке значення аргументу x та вiдповiдне значення функцiї y = f(x)

2. Надамо аргументовi x будь-якого приросту △x (прирiст може бути i додатнiм, i вiд’ємним).

Розглядаємо ще одне значення аргументу x+△x i знайдемо вiдповiдне значення функцiї

y +△y = f(x+△x).

3. Знайдемо прирiст функцiї △y = f(x+△x)− f(x).

4. Складемо вiдношення
△y

△x
=

f(x+△x)− f(x)

△x
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.

5. Знайдемо границю цього вiдношення при △x → 0.

Похiдною функцiї y = f(x) у точцi x називають границю вiдношення приросту фун-

кцiї до приросту аргументу за умови, що прирiст аргументу прямує до нуля, а границя

iснує i вона скiнченна:

lim△x→0
△y

△x
= lim△x→0

f(x+△x)− f(x)

△x
= f ′(x).

При обчисленнi похiдних функцiй користуємось таблицею.

Рис. 14: Таблиця похiдних.

Згадаємо також означення зростаючої та спадної функцiї та означення точок екстре-

муму. Функцiя y = f(x) називається зростаючою на деякому iнтервалi, якщо для будь-

яких значень x1 i x2 з iнтервалу, таких, що x1 < x2, виконується нерiвнiсть f(x1) < f(x2).

Функцiя неспадна, якщо виконується нерiвнiсть f(x1) ⩽ f(x2).
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Функцiя y = f(x) називається спадною на деякому iнтервалi, якщо для будь-яких

значень x1 i x2 з iнтервалу, таких, що x1 < x2, виконується нерiвнiсть f(x1) > f(x2).

Функцiя незростаюча, якщо виконується нерiвнiсть f(x1) ⩾ f(x2).

Максимум (max) функцiї y = f(x) є у точцi x0 тодi, коли значення функцiї у цiй

точцi бiльше, нiж її значення в усiх iнших точках заданого iнтервалу, що мiстить точку

x0 .

Мiнiмум (min) функцiї y = f(x) є у точцi x0 тодi, коли значення функцiї у цiй точцi

менше, нiж її значення в усiх iнших точках заданого iнтервалу, що мiстить точку x0 .

Максимум та мiнiмум функцiї називаються екстремумами функцiї.

Схема дослiдження функцiї на екстремум (за допомогою першої похiдної):

1. знайти область визначення;

2. знайти першу похiдну;

3. знайти стацiонарнi точки;

4. стацiонарними точками подiлити область визначення на iнтервали, в яких функцiя бу-

де зростати або спадати. Вибрати всерединi кожного iнтервалу точку та перевiрити знак

похiдної в нiй, якщо:

f (x) > 0 – функцiя зростає;

f (x) < 0 – функцiя спадає;

5. перевiряємо всi стацiонарнi точки, для знаходження точок екстремуму, за такою схе-

мою:

– стацiонарна точка повинна належитити областi визначення функцiї;

– при переходi через дану точку, перша похiдна змiнює знак.

Дослiджувати функцiю на екстремум можна також за допомогою другої похiдної.

Нехай функцiя y = f(x) два рази диференцiйована в околi точки x0 i f ′(x0) = 0. Тодi в

точцi x = x0 функцiя має локальний максимум, якщо f ′′(x0) < 0 i локальний мiнiмум,

якщо f ′′(x0) > 0.

Якщо ж f ′′(x0) = 0, тодi точка x0 може не бути точкою екстремуму.

Схема дослiдження функцiї на екстремум (за допомогою другої похiдної):

1. Знайти область визначення.
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2. Знайти першу похiдну.

3. Знайти критичнi точки функцiї.

4. Знайти другу похiдну.

5. Обчислити другу похiдну в кожнiй критичнiй точцi.

6. Вказати точки екстремуму.

7. Обчислити екстремуми – значення функцiї в точках екстремуму.

В пiдсумку варто зазначити, що кожна точка екстремуму є стацiонарною точкою, але

не кожна стацiонарна точка є точкою екстремуму. Тобто точки екстремуму слiд шукати

iз перелiку стацiонарних.

Похiдна - це основний iнструмент для оптимiзацiї. Вона вказує на швидкiсть змiни

функцiї в певнiй точцi.

Прикладом може бути задача про максимiзацiю прибутку бiзнесу. Розглянемо ви-

робника товарiв. Його прибуток визначається як рiзниця мiж доходами та витратами.

Якщо доходи визначаються функцiєю R(x), де x - кiлькiсть одиниць товару, а витрати -

функцiєю C(x), то прибуток позначається як

P (x) = R(x)− C(x).

Для знаходження максимального прибутку ми шукаємо значення x, при якому по-

хiдна P ′(x) дорiвнює нулю. Це означає, що в данiй точцi прибуток максимальний. Таким

чином, похiдна допомагає визначити оптимальну кiлькiсть товару для виробництва.

Для того, щоб перевiрити чи засвоїли учнi схему дослiдження на точки екстремуму

виконаємо iнтерактивне завдання(додаток 1) , вiдсканувавши QR-код:

Рис. 15: Вправа: Розташуйте етапи у правильному порядку

3. Розв’язування задач i вправ.
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Розглянемо задачу оптимiзацiї, яку можна розв’язати за допомогою похiдної.

Задача 1 : Столярний цех виробляє певну кiлькiсть дерев’яних виробiв x за цiною p(x) =

50− 1
10
x, а сукупнi витрати виробництва задаються функцiєю:

C(x) =
1

50
x2 + 14x+ 800

Знайти оптимальний для цеха обсяг виготовлення товарiв та вiдповiдний йому максималь-

ний прибуток.

Нехай R(x)– валовий дохiд, P (x)–прибуток вiд продажу x одиниць продукцiї за цiною

p(x). Тодi

R(x) = x· (x);

P (x) = R(x)− C(x).

Для розв’язання задачi нам потрiбно дослiдити функцiю P (x) на екстремум. При цьому

прибуток буде максимальним для такого обсягу x випуску товарiв, для якого

P ′(x) = 0, P ′′(x) < 0. 1. Знайдемо критичнi точки, розв’язавши рiвняння P ′(x) = 0.

P (x) = R(x)− C(x)

P (x) = 50x− 1
10
x2 − ( 1

50
x2 + 14x+ 800);

P (x) = − 6
50
x2 + 36x+ 800;

P ′(x) = −12
50
x+ 36;

−12
50
x+ 36 = 0;

6
25
x = 36;

6x = 36 · 25;

x = 150.

2. Знаходимо P ′′(x) та визначимо її знак при x0 = 150. P ′′(x0) = − 6
25<0

Отже, x0 = 150 – точка максимуму, тому оптимальним обсягом виробництва є 150 одиниць

столярних виробiв. 3. Знайдемо яким буде максимальний прибуток виробництва.

P (150) = − 6
50

· 1502 + 36 · 150 + 800;

P (150) = 1900.

Вiдповiдь. Для столярного цеха оптимальним обсягом виготовлення товарiв є 150шт., тодi

досягається максимальний прибуток 1900ум. одиниць.

Задача 2

Задано функцiю попиту q = p+8
p+2

i пропозицiї s = p+0, 5, де q, s – обсяги товарiв, а p– їхня

цiна. Обчислити рiвноважну цiну та еластичнiсть попиту й пропозицiї за рiвноважної

цiни.
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Розв’язання. Рiвноважна цiна – це цiна, при якiй величина попиту дорiвнює величинi

пропозицiї. Знайдемо рiвноважну цiну p за умови q = s.

q = p+8
p+2

= p+ 0, 5;

p+ 2 ̸= 0, то p ̸= −2;

p+ 8 = (p+ 0, 5)(p+ 2);

p+ 8 = p2 + 2p+ 0, 5p+ 1;

p+ 8 = p2 + 2, 5p+ 1;

p2 + 2, 5p+ 1− p− 8 = 0;

p2 + 1, 5p− 7 = 0;

Домножимо дане рiвняння на 2:

2p2 + 3p− 14 = 0;

Знайдемо його коренi:

D = b2 − 4ac;

D = 32 − 4 · 2 · (−14) = 9 + 112 = 121;
√
D =

√
121 = 11;

p1 =
−b+

√
D

2a
= −3+11

2·2 = 8
4
= 2;

p2 =
−b−

√
D

2a
= −3−11

2·2 = −14
4

= −3, 5; – стороннiй розв’язок

Отже, ми одержали, що рiвноважна цiна p = 2(умовних одиниць)

Знайдемо еластичнiсть попиту за формулою:

Ep(q) =
p

q
· dq
dp

=
p

q
· q′

E2(q) =
p

p+8
p+2

(
p+ 8

p+ 2
)′ =

p(p+ 2

p+ 8
· (p+ 8)′(p+ 2)− (p+ 8)(p+ 2)′

(p+ 2)2
=

=
p

p+ 8
· (p+ 2)− (p+ 8)

p+ 2
=

p · (p+ 2− p− 8)

(p+ 8)(p+ 2)
=

−6p

(p+ 8)(p+ 2)
.

Знайдемо еластичнiсть пропозицiї за формулою:

Ep(s) =
p

s
· ds
dp

=
p

s
· s′

Ep(s) =
p

p+ 0, 5
· (p+ 0, 5)′ =

p

p+ 0, 5
;

Якщо рiвноважна цiна p = 2, одержимо:

E2(q) =
−6 · 2

(2 + 8)(2 + 2)
=

−12

40
= −0, 3;

E2(s) =
2

2 + 0, 5
= 0, 8.

Так як отриманi значення еластичностi за абсолютною величиною менше одиницi,

то попит i пропозицiя за рiвноважною цiною нееластичнi. А це значить, що змiна цiни



48

не спричинить рiзкої змiни попиту i пропозицiї. Якщо цiна товару збiльшиться на 1%, то

попит зменшиться на 0,3%, а пропозицiя збiльшиться на 0,8%.

Вiдповiдь. E2(q) = −0, 3, E2(s) = 0, 8.

Задача 3

Фiрма реалiзує свою продукцiю за цiною p = 120 ум. грошових одиниць за одиницю,

а витрати виробництва при цьому визначаються функцiєю: C(x) = 24x + 2x3. Знайти

оптимальний для фiрми обсяг випуску продукцiї та вiдповiдальний йому прибуток.

Розв’язання. Нехай x– обсяг продукцiї, то функцiя прибутку фiрми за умови виро-

бництва x одиниць продукцiї:

P (x) = R(x)− C(x)

де R(x)– дохiд вiд реалiзацiї;

R(x) = p · x = 120x

Тому:

P (x) = 120x− (24x+ 2x3) = 120x− 24x− 2x3 = 96x− 2x3.

Знайдемо похiдну та критичнi точки:

P ′(x) = 96− 6x2;

96− 6x2 = 0;

6x2 = 96;

x2 = 16.

x1 = 4, x2 = −4 – стороннiй розв’язок.

P ′′(x0 = −12x

P ′′(4) = −48 < 0

P (x) має максимум при x = 4.

Так як фiрма хоче отримати максимальний прибуток то вона випускатиме 4 одиницi про-

дукту. Тобто ми з’ясували, що при цiнi p = 120ум. грошових одиниць, фiрмi вигiдно

випускати для продажу 4 одиницi продукцiї.

Знайдемо прибуток:

P (4) = 96 · 4− 2 · 43 = 384− 2 · 64 = 256 (ум. грошових одиниць).
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Вiдповiдь. Оптимальний для фiрми обсяг випуску продукцiї становить 4 одиницi, при

цьому її прибуток становитиме 256 ум. грошових одиниць.

Задача 4

Залежнiсть мiж витратами виробництва фiрми C (ум. грошових одиниць) та обсягом випу-

ску продукцiї x(од) задається функцiєю C(x) = 50x−0, 05x3. Визначити середнi i граничнi

витрати витрати виробництва, якщо обсяг виробництва x = 10 одиниць.

Розв’язання.

C̄(x) = C(x)
x

– функцiя середнiх витрат.

C̄(x) = 50x−0,05x3

x
= x(50−0,05x2)

x
= 50− 0, 05x2.

Якщо x = 10, то середнi витрати виробництва становлять

C̄(10) = 50− 0, 05 · 102 = 50− 5 = 45 (ум. грошових одиниць).

Знайдемо граничнi витрати виробництва

C ′(x) = (50x− 0, 05x3)′ = 50− 0, 15x2.

Якщо x = 10, то граничнi витрати виробництва становлять: C ′(x) = 50 − 0, 15 · 102 =

50− 15 = 35 (ум. грошових одиниць).

Тобто, якщо середнi витрати виробництва складають 45 умовних грошових одиниць, то

граничнi витрати (додатковi затрати) на виготовлення додаткової одиницi продукцiї при

даному рiвнi виробництва x = 10 одиниць становлять т35 умовних грошових одиниць.

4. Пiдведення пiдсумкiв.

Рефлексiя.

Домашнє завдання.

Задача (виробництво комп’ютерних програм):

Компанiя розробляє комп’ютернi програми, якi продаються за цiною 80− 1
20
x, де x - кiль-

кiсть проданих програм. Загальнi витрати на розробку та виробництво програм склада-

ються з фiксованих витрат у розмiрi $1000 та змiнних витрат у розмiрi 1
100

x2 + 8x + 400.

Знайдiть оптимальну кiлькiсть програм, яку компанiя повинна виробити, i вiдповiдний

максимальний прибуток.



50

3.2. Використання засобiв дистанцiйного навчання

Навчальний заклад, а зокрема i вчитель, повинен бути готовим i до дистанцiйного

начання. Особливо актуальним такий метод начання став у зв’язку з пандемiєю COVID-

19, коли навчальнi заклади перейшли на цей метод навчання для забезпечення безпеки та

здоров’я студентiв та викладачiв.

Дистанцiйне навчання – це метод навчання, при якому студенти та вчителi взаємодi-

ють через Iнтернет та iншi технологiї, а не фiзично в присутностi один одного. Це включає

в себе онлайн-лекцiї, завдання, опитування, вiдеоконференцiї та iнше.

Враховуючи сьогоднiшнiй досвiд дистанцiйного навчання, школам рекомендується

органiзувати єдиний пiдхiд до дистанцiйної передачi даних рiзних предметiв. Тобто ви-

брати одну платформу для дистанцiйного навчання, але водночас зручну та ефективну

для учнiв та вчителiв. Iснує безлiч таких платформ, зокрема Google Classroom, Moodle,

Blackboard, Canvas та iншi.

Google Classroom – це хороша альтернатива платформи для дистанцiйного навчання

та керування навчальними матерiалами. Вона надає вчителям та учням зручний спосiб

органiзувати навчальний процес та спiлкуватися в онлайн-середовищi. Вчителi можуть

створювати вiртуальнi класи, додавати учнiв i надавати доступ до навчального контенту.

Google Classroom побудований на надiйнiй iнфраструктурi Google, що забезпечує стабiль-

ну роботу сервiсу. Вiн iнтегрований з iншими продуктами Google, такими як Google Диск,

Google Документи та Gmail, що полегшує обмiн i роботу з матерiалами. Також ця платфор-

ма дозволяє вчителям створювати завдання, виставляти оцiнки та автоматично створює

журнал успiшностi. Учнi та вчителi можуть спiлкуватися через коментарi, обговорення

та вiдеоконференцiї. Google Classroom має додатки для мобiльних пристроїв, що дозволяє

користувачам отримувати доступ до матерiалiв та завдань з будь-якого мiсця.

Для вище запропонованого конспекту факультативного заняття, мною було створено

курс на платформi Google Classroom пiд назвою: «Похiднi функцiй та їх застосування до

розв’язання задач оптимiзацiї з економiки». Курс має свiй код, за яким учнi приєднюються

до нього та прикрiплене посилання на вiдеозустрiч. До курсу прикрiплений необхiдний

теоретичний матерiал, приклади виконання задач, а також i задачi для виконання учнями,

iнтерактивна вправа та цiкавi матерiали для заданої теми (Додаток 2).
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Для проведення опитувань, збору iнформацiї, оцiнювання навчальних досягнень мо-

жна використати iнструмент Google Forms. Створення анкет та опитувань у Google Фор-

мах - це дуже легко завдяки iнтуїтивному iнтерфейсу.

Ви можете додавати рiзнi типи питань, такi як текстовi поля, вiдповiдi на вiдкритi

питання, вибiр однiєї або кiлькох вiдповiдей, шкали оцiнювання тощо. Ви можете надси-

лати посилання на форми електронною поштою або публiкувати їх на веб-сторiнцi. Ви

також можете налаштовувати доступ до форми (наприклад, зробити її публiчною або до-

ступною лише за запрошенням). Головною перевагою є автоматична обробка вiдповiдей:

Google Форми автоматично збирають i аналiзують вiдповiдi в таблицях Google, що до-

зволяє зручно переглядати результати. Ви можете вставляти мультимедiйнi елементи в

питання та вiдповiдi, що допомагає покращити зрозумiлiсть та взаємодiю з користувача-

ми.

Звичайно Google Forms не обов’язково використовувати тiльки для дистанцiйної фор-

ми, а також можна задавати те чи iнше опитування в ролi домашнього завдання чи дода-

ткового завдання для кращого засвоєння знань.

При правильнiй органiзацiї дистанцiйного навчання воно буде ефективним та цiкавим

як i в очнiй формi навчання.
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ВИСНОВКИ ДО РОЗДIЛУ 3

В цьому роздiлi магiстерської роботи ми дослiдили можливiсть розробки та впрова-

дження факультативного заняття, яке спрямоване на використання похiдних у задачах

оптимiзацiї в економiцi.

Пiд час дослiдження розроблено план заняття, який включає теоретичний матерiал

та практичнi завдання з використання похiдних для аналiзу економiчних ситуацiй. Роз-

роблене заняття може допомогти учням здобути поглибленi знання щодо використання

математичних iнструментiв в економiчних дослiдженнях та прийманнi рiшень. Для за-

няття використанi задачi прикладного змiсту, адже при розв’язуваннi саме таких задач

краще сприйняття та розумiння теми.

У ходi роботи також запропоновано використання iнтерактивних вправ в програмi

LearningApps, як для класних, так i для домашнiх робiт. Мета таких завдань – це по-

глиблення та перевiрка знань з теми "Похiдна та її застосування". Враховуючи реалiї

сьогодення, створено курс на платформi Google Classroom для дистанцiйного навчання.

Вважаю, що це факультативне заняття може бути корисним для студентiв, якi цiкав-

ляться економiкою та математикою, i вони зможуть використовувати цi знання у майбу-

тнiй кар’єрi.
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ВИСНОВКИ

Квалiфiкацiйна робота демонструє актуальнiсть впровадження задач оптимiзацiї на

факультативних заняттях у профiльнiй школi з економiчним спрямуванням. Це сприяє

розвитку аналiтичних та практичних навичок студентiв, необхiдних для успiшної кар’єри

в економiчнiй сферi.

В роботi використано рiзноманiтнi методи навчання, такi як кейс-аналiз, iгровi симу-

ляцiї та практичнi вправи. Задачi оптимiзацiї створюють змогу студентам застосовувати

теоретичнi знання у реальних ситуацiях, що сприяє зростанню їхнього розумiння економi-

чних процесiв. Також використанi iнтерактивнi вправи. Використання сучасних технологiй

та програмного забезпечення для вирiшення задач оптимiзацiї пiдвищило iнтерактивнiсть

та зрозумiлiсть матерiалу, сприяючи кращому засвоєнню студентами концепцiй.

Отриманi результати пiдтверджують ефективнiсть використання задач оптимiзацiї

для поглиблення економiчних знань. Учнi, якi брали участь у факультативних заняттях,

продемонстрували значний рiст своїх компетенцiй та здатностей у розв’язаннi складних

економiчних завдань. Вони проявили стале зацiкавлення та активну участь на факульта-

тивах, що свiдчить про ефективнiсть вибору тематики та методiв викладання.

Застосування задач оптимiзацiї у факультативних заняттях з економiчного профi-

лю не лише покращує академiчнi результати студентiв, але i пiдготовлює їх до реальних

викликiв у сучасному економiчному середовищi.

Робота вiдкриває дверi для подальших дослiджень у галузi покращення методiв на-

вчання економiчних дисциплiн. Дослiдження може бути розширене для визначення опти-

мальних стратегiй викладання та врахування специфiчних потреб учнiв економiчних шкiл.

На основi отриманих результатiв рекомендується подальше вдосконалення програми фа-

культативiв, враховуючи фiдбек студентiв, та впровадження нових технологiй для полi-

пшення процесу навчання.

Загалом, магiстерська робота вказує на важливiсть та успiшнiсть використання за-

дач оптимiзацiї на факультативних заняттях у профiльнiй школi з економiчним спряму-

ванням.Впровадження факультативiв з оптимiзацiї в економiчних школах має потенцiал

позитивно вплинути на якiсть освiти та готовнiсть випускникiв до викликiв економiчного

сектору. У роботi роглянуто теоретичнi та практичнi аспекти навчання для розв’язування
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задач оптимiзацiї.

Можна стверджувати, що мета квалiфiкацiйної роботи досягнута та завдання викона-

нi у повнiй мiрi. Вважаю, що такi факультативнi заняття будуть корисними для студентiв,

якi цiкавляться економiкою та математикою, i вони зможуть використовувати цi знання

у майбутнiй кар’єрi.
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Додаток 1

Iнтерактивнi вправи LearningApps

Рис. 16: Вправа: Знайдiть всi слова

Рис. 17: Розташуйте етапи у правильному порядку
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Додаток 2

Дистанцiйний курс на платформi Google Classroom

Рис. 18: Дистанцiйний курс
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Додаток 3

Рис. 19: Акт використання результатiв


